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《中国科学院研究生教学丛书》序

在21世纪曙光初露，中国科技、教育面临重大改革和蓬勃发 

展之际，《中国科学院研究生教学丛书》一-这套凝聚了中国科学 

院新老科学家、研究生导师们多年心血的研究生教材面世了.相信 

这套丛书的出版，会在一定程度上缓解研究生教材不足的困难，对 

提高研究生教育质量起着积极的推动作用.

21世纪将是科学技术日新月异，迅猛发展的新世纪，科学技术 

将成为经济发展的最重要的资源和不竭的动力，成为经济和社会发 

展的首要推动力量.世界各国之间综合国力的竞争，实质上是科技 

实力的竞争.而一个国家科技实力的决定因素是它所拥有的科技 

人才的数量和质量.我国要想在21世纪顺利地实施“科教兴国”和 

“可持续发展”战略，实现邓小平同志规划的第三步战略目标 —— 

把我国建设成为中等发达国家，关键在于培养造就一支数量宏大、 

素质优良、结构合理、有能力参与国际竞争与合作的科技大军，这 

是摆在我国高等教育面前的一项十分繁重而光荣的战略任务.

中国科学院作为我国自然科学与高新技术的综合研究与发展 

中心，在建院之初就明确了出成果出人才并举的办院宗旨，长期坚 

持走科研与教育结合的道路，发挥了高级科技专家多，科研条件好, 

科研水平高的优势，结合科研工作，积极培养研究生.当前，中国科 

学院正在按照江泽民同志关于中国科学院要努力建设好“三个基 

地”的指示，在建设具有国际先进水平的科学研究基地和促进高新 

技术产业发展基地的同时，加强研究生教育，努力建设好高级人才 

培养基地,在肩负起发展我国科学技术及促进高新技术产业发展重 

任的同时，为国家源源不断地培养输送大批高级科技人才.

质量是研究生教育的生命，全面提高研究生培养质量是当前我 

国研究生教育的首要任务.研究生教材建设是提高研究生培养质量



的一项重要的基础性工作.由于各种原因，目前我国研究生教材的 

建设滞后于研究生教育的发展.为了改变这种情况，中国科学院组 

织了一批在科学前沿工作，同时又具有相当教学经验的科学家撰写 

研究生教材，并以专项资金资助优秀的研究生教材的出版.希望通 

过数年努力，出版一套面向21世纪科技发展、体现中国科学院特 

色的高水平的研究生教学丛书.本丛书内容力求具有科学性、系统 

性和基础性，同时也兼顾前沿性，使阅读者不仅能获得相关学科的 

比较系统的科学基础知识，也能被引导进入当代科学研究的前沿. 

这套研究生教学丛书，不仅适合于在校研究生学习使用，也可以作 

为高校教师和专业研究人员工作和学习的参考书.

“桃李不言，下自成蹊•”我相信，通过中国科学院一批科学家 

的辛勤耕耘，《中国科学院研究生教学丛书》将成为我国研究生教 

育园地的一丛鲜花，也将似润物春雨，滋养莘莘学子的心田，把他们 

引向科学的嚴堂，不仅为科学院，也为全国研究生教育的发展作出 

重要贡献.
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第二版前言

本版改正了第一版中的排印错误，并在内容上进行了调整和 

扩充.将第一版第7章^Kolmogorov相容性定理及Tulcea定理的 

推广” 一节移到了第4章；在第3章增加了 “空间沪0丁）和 

的对偶” 一节；在第4章增加了 “概率测度序列的投 

影极限”和“随机Daniell积分及其核表示”两节.此外，还新加了 

第8章和第9章•第8章是将第一版第7章“经典鞅论” 一节加以 

扩充形成的，部分内容取自Hall和Heyde所著《Martingale Limit 

Theory and Its Application》一书.第9章主要取材于黄志远和严 

加安所著《无穷维随机分析引论》第1章的部分内容.在本版的部 

分章节中还收入了 Dudley所著《Real Analysis and Probability》 

和 Kallenberg 所著《Foundations of Modern Probability》书中的 

某些结果和作者在测度论方面的一些研究成果.

在准备新版期间，作者得到了国家科技部973项目“核心数 

学的若干前沿问题”的资助，特此感谢.

严加安

2004年3月于北京

• • •
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第一版前言

测度论是现代数学的一个重要分支，它的主要奠基人是法国数 

学家Lebesgue (1875—1941).受他的老师Eorel关于容量研究的深 

刻影响，他在1902年的论文《积分、长度与面积》中，首次把R2 

中的长度和面积概念推广为一般Borel集的Lebesgue测度，并定 

义了可测函数关于Lebesgue测度的积分.他用累次积分计算重积 

分的结果后来被Fubini(1907)完善为一般的定理.Radon(1913) 

进一步研究了反 中在紧集上为有穷的一般Borel测度(Radon测 

度)•抽象可测空间上的测度和符号测度概念是Frechet(1915)最先 

提出的. Radon-Nikodym(1930)给出了符号测度为一不定积分 

的充要条件(RadomNikodym定理).在早期的测度论发展史中， 

积分概念的两个推广值得一提.其一是Daniell(1918)从一类函数 

上的正线性泛函出发研究了测度和积分；其二是Bochner(1933)和 

Pettis(1938)定义了 Banach空间值函数关于测度的积分.到20世 

纪30年代，测度与积分理论已趋于成熟，并在概率论、泛函分析和 

调和分析中得到广泛应用.例如，Kolmogorov(1933)从测度论观点 

出发创立了概率公理化体系，为现代概率论奠定了数学基础.其中 

非常重要的条件数学期望概念就源于测度论中的Radon-Nikodym 

定理.随着时间的推移，测度论在数学中的基础性地位愈来愈显示 

出来.50年代以后发展起来的无穷维空间中的测度和泛函积分成 
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了研究量子物理的重要手段和工具.

本书是为概率统计专业和其它数学专业的研究生编写的一部 

测度论教材，它的前身是作者的《测度与积分》（陕西师大出版 

社，1988）.这里改正了原书中出现的错误，并对原书的第五章作 

了较大修改，还在第三章、第六章及第七章中增加了若干新的内 

容.全书内容分为三个部分：（1） 一至四章介绍一般可测空间中 

的测度与积分.这一部分内容与通常测度论教材大体相当，但第 

三章中的Daniell积分、Bochner积分和Pettis积分以及第四章中 

的Tulcea定理在通常测度论教材中是不易找到的.（2）第五章系 

统、完整地介绍了 Hausdorff空间中的测度和积分.这一部分内容 

对初学者有一定难度，教师在讲授时可以跳过它.（3）第六章介 

绍有关测度的弱收敛和淡收敛的主要结果；第七章介绍与测度论 

有关的概率论基础知识，如条件数学期望，正则条件概率，一致可 

积性，本性上确界，解析集及经典鞅论等.这一部分内容是专门为 

概率统计专业的研究生设计的，在对其它数学专业的研究生讲授 

时可以略去.本书几乎每一节都附有一定数量的习题，其中不少是 

对正文的补充，有些习题还在一些定理的证明中被引用.

本书的写作和出版分别得到了中国国家自然科学基金倾目编 

号79790130）和中国科学院研究生教材出版基金的资助，特此表示 

感谢.

严加安

1997年8月于北京
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第1章集类与测度

1.1集合运算与集类

集合是现代数学的最基本的概念之一.任何一组彼此可以区 

别的事物便构成一个集合.在测度论中，我们通常在某一(或某些) 

给定的集合(称为空间)中讨论问题.

1.1.1令Q为一给定的非空集合，其元素以3记之.设4 

为Q的子集，我们用3 W 4或3 $ 4分别表示3属于4或不属 

于A.不含任何元素的集合称为空集，以0记之.我们用ADB^ 

BC A表示B是4的子集，用

AQB, AUB, A\B, A/XB

分别表示4与厂的交、并、差和对称差，即

= 且 3 e B}, Au B = {(jj \ (jj e A 或 3 e B},

A\B = {cu\ueA 且3 $ P}, A^B = (A \ B) U (B \ A).

我们用仝表示Q \ A,并称仝为4(在Q中)的余集，于是有 

A\B = AQBC.有时也用AB表示AnB.若AnB = 0 ,称4与 

B互不相交.显然有AHAC = 0,AUAC = Q.

1.1.2集合交和并运算满足如下的交换律、分配律及结合律:

AQB = B nA, AUB = BUA]

(A u B) n C = (A n C) u (B n C),
(A n B) U C = (A u C) n (B U C);
(AnB)nC = An(BnC), (AuB) uC = Au (BuC).
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此外，它们关于余集运算有如下的de Morgan公式

(A A B)c = ACUBC, (AU B)c = Ac D Bc, (Ac)c = A.

1.1-3以Q的某些子集为元素的集合称为（Q上的）集类.今 

后，如无特别说明，总假定集类是非空的，即至少含一个元素（可 

以是空集）.设｛A, 2 G 1｝为一集类，其中I为指标集，它用以给 

集类元素“编号”，则可如下定义集类中元素的交与并：

企={• | 3 W 儿，对~ 切 i E 1}, 
iei

U 儿={• | 3 W 儿，对某一 i W /}• 

iel

我们有相应的交换律、分配律、结合律及de Morgan公式.

1.1.4设｛An, n>l｝为一集合序列.若对每个心有An C 

An+1 （相应地，An D仏+1）,则称（仏）为单调增（相应地，单调 

降）.二者统称为单调列.对单调增或单调降序列（An）,我们分别令 

A = UnAn或4 = 小称4为（血）的极限，通常记为4/4 

或一般地，对任一集列（缶）,令

OO OO OO OO

limsupAn =「| II Ak, liminf An =110^, 
n_>oo 1 1 2 n->oo 2 1 1

n=lk=n n=lk=n

分别称其为（An）的上极限和下极限.显然有

limsupAn = ｛3 | 3属于无穷多个仏｝,
71TOO

liminf An = ｛cu\cu至多不属于有限多个

从而'恒有 lim inf An C limsup An. 若 lim inf An = limsup An,称
nT°° n—>00 ziToo n—>00

(如)的极限存在，并用lim如表示(An)的极限(即令lim An = 
ziToo n—>cxo

lim inf An = lim sup An).
n—^00 n—>oo
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1.1.5设｛An, n > 1｝为一集列.若(An)两两不相交(即n丰 

An HAm = 0),则常用 表示 |Jn An.若有 ^JnAn = Q, 

称｛如，冗n 1｝为Q的一个划分.

对任一集列(£0,令

Bi = Ai, Bn = AnAl …, n > 2,

则｛禺，n> 1｝中集合两两不相交，且有En Bn = \JnAn.这一将 

可列并表示为可列不交并的技巧是很有用的.

1.1.6 设C为一集类(约定是非空的).如果4R W C今 

Ar\ B E C (从而 Ai, ^2, ♦ • •, An W C 今 A1A2 •…An G C),称 C对有 

限交封闭.如果AneC,n>i^ An^n e C,称c对可列交封闭.类 

似定义“对有限并封闭”及“对单调极限封闭”等概念.令

Cpif = ｛" 4 = 企 5 WC,j = l,・・・，72,72ni｝，

则Cnf对有限交封闭，我们称cnf为用有限交运算封闭c所得的 

集类.类似地，我们用

C” C“ Cs<t

分别表示用有限并、有限不交并、可列交、可列并及可列不交并封 

闭C所得的集类.此外，我们用C弟,"表示(C衍)",用C冒表示 

(C%.今后常用这些记号，读者应熟悉并牢记它们.

1.1.7命题 设C为一集类，则有如下结论：

(1) ^n/,u/ = ^u/,n/ ；

(2) 若C对有限交封闭，则C“,C巧,Q及5。亦然；

(3) 若C对有限并封闭，则C弟及C§亦然.

证直接从集合的交和并的分配律推得.
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现在我们用对集合运算的封闭性来划分不同类型的集类 下 

面是测度论中常用的一些集类的定义.

1.1.8定义 设C为一集类.

⑴称C为7T类，如果它对有限交封闭.

(2) 称C为半环，如果0ec,且有

A, BeC^AQBeC,A \ Be C对.

(3) 称C为半代数，如果它是半环，且QeC.

(4) 称C为代数(或域)，如果它对有限交及取余集运算封闭， 

且有QeC,0eC (由此推知它对有限并及差运算也封闭).

(5) 称C为”代数，如果它对可列交及取余集运算封闭，且有 

Q w C,0 w C (由此推知它对可列并及差运算也封闭).

(6) 称C为单调类,如果它对单调序列极限封闭(即AneC,n> 

l,AntA^An^A=^AeC).

(7) 称C为入类，如果它满足下列条件：

(i) QeC；

(ii) A,BeC, BcA=>A\BeC;

(iii) An e C,n > 1, An A => A e C.

易知：<7代数为入类，入类为单调类.

1.1.9 ^lj 设 R 为实直线(即 R= (-oo,oo)),令

Ci = {(-oo, a]\a e R}, C2 = {(a, oo) | a € R},

C3 = {(a, 6] | a < 6, a, 6 e R},

则 Ci© 及 C3 为 tt 类，C1UC2UC3 为半环，CiUC2UC3U{R} 

为半代数.
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习题

1.1.1证明：

(1) (AAB)AC = AA(BAC);
(2) (AAB) nc = (AnC)A(Bn C);
(3) (Ai U A2) A(^i U E2) C (Ai A^i) U (A2

1.1.2证明：

(liminf An) A (limsup Bn) C limsup(An A Bn),
nT8 n->oo n—>00

1.1.3证明对可列不交并封闭的代数为a代数.

1.1.4若C同时为代数和单调类或同时为7T类和入类，则C为b代

1.1.5设C为半代数，则C对为代数.

1.1.6入类定义中的条件⑴及（ii）等价于如下两条件：

⑴‘ Aec^Acec；

（ii）‘ A,B EC, AQB = 0=^ AUB EC.

1.1.7设C为一集类，且0 € C,令

1 < z < n, 1 < J < m, n, m > 1

则GDC,且g为半环.特别若C对有限并及有限交封闭，则｛AQBC\A.Be 

C｝为半环.

1.2单调类定理（集合形式）

设｛C, H e 1｝为Q上一族集类，若每个集类G对某种集合 

运算封闭，则其交亦然.于是对Q上的任一非空集类C,存 

在包含C的最小（7代数、最小入类和最小单调类，我们分别称之 

为由C生成的。代数、入类和单调类，并分别用＜7（C）,入（C）和m（C） 

• 5 •
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记之.我们恒有m(C) C入(C) C EC).本节主要研究在什么条件下 

有 m(C) =(r(C)或入(C) =(r(C).

1・2・1定理 设C为一集类.

(1) 若 C 为代数，则 m(C) =(r(C).

(2) 若 C 为一 7T 类，则入(C) = cr(C).

证⑴令

gr = {A\Ae m(C), Ac e m(C), ADB e m(C),VB e C},

则c U 且6为单调类，故91 = m(C),令

z g2 = [Al A e m(C), AnBe m(C),VB e m(C)},

则由上所证6 = m(C)知，C C $•但6为单调类，故6 = rn(C). 

综上所证，我们有

A e m(C) => Ac e m(C); A,B e m(C) => AnB e m(C),

即m(C)为一代数，从而m(C)为er代数(习题1.1.4),因此有m(C) D 

巩C).但相反的包含关系恒成立，故最终有m(C) =(t(C).

⑵令

g1 = {A\Ae 入(C), AnB e 入(c), vb ec},

则Cc0i,且$为入类，故$ =入(C).令

g2 = {A\Ae 入(C), AnBe A(c), vb e A(c)},

则由上所证=入(C)知，c c 6•但6为入类，故6 =入(C).于是 

入(C)为7T类，从而入(C)为C7代数(习题1.1.4),因此有入(C) D (7(C). 

但相反的包含关系恒成立，故最终有入(C)二a(C).
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此定理称为单调类定理.它表明：为验证某<7代数厂中元素 

有某种性质，只需验证：(1)有一生成F的代数(7T类)C,其元素有 

该性质；(2)有该性质的集合全体构成一单调类(相应地，入类). 

而这后二者的验证往往比较容易.单调类定理是测度论中的一个 

重要的证明工具.今后我们将陆续给出它的应用.

作为定理121的一个简单推论，我们有单调类定理的如下更 

有用的形式.

1・2・2定理 设C,厂为两个集类，且CU厂.

(1) 若C为代数，且厂为单调类，则b(C)U厂；

(2) 若C为7T类且厂为入类，则a(C) C只

从定理121的证明看出，我们可以给出使m(C) =(7(C)或 

入(C)=gC)成立的充要条件.

1・2・3定理 设C为一集类.

(1) 为要m(C) =(7(C),必须且只需：

Aec => Ac e m(C); A,BeC=>Ar)Be m(C).

(2) 为要入(C) = b(C),必须且只需：

A, B ec => AnB e 入(C).

由此定理，我们还可推得如下定理.

1.2.4定理 设C为一集类.

(1) 为要m(C) =(7(C),必须且只需：

A ec => Ac e m(C); A,BeC=>AuBe m(C).

(2) 为要入(C) = EC),必须且只需：

A, B ec => AUB e 入(C).
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证(1)条件的必要性显然，往证条件的充分性.设条件成 

立.令 P = Mc|A GC}, g = {A|Ac e m(c)}.则 g 为单调类， 

且Qug,故m(功C g.这表明A e m(V) Ac e m(C).同理有 

A e m(C) Ac e m(Q).于是有 m(P) = {A \AC e m(C)}.故由定 

理123⑴ 推得m(功=(r(Q).但依假定，Q C m(C),C C m(Q). 

于是有m(C) = m(Q),从而最终有m(C) =(r(Q) =(r(C). (2)的证 

明类似.

上述两个定理过于一般，实际难以应用，但它们的下述推论是 

有用的(例如见下面的例126及定理1.6.3).需要指出：如果不首 

先建立定理123及1.2.4,那么是不易发现定理125的.

1.2.5定理设C为一集类.若它满足下列条件之一，则有 

m(C) = cr(C):

(1) A, E W C 今 A C\ B G C, A G C 3 Ac E C§;

(2) A, B eC AuB ec, A e c =＞ Ac e ca.

(关于记号Q及C”见1丄6)

证 若C对有限交封闭，则CdUm(C);若C对有限并封闭， 

则C m(C).因此条件⑴及⑵分别蕴含定理123及124的

(1) 中条件，定理得证.

1・2・6例 设X为一距离空间,厂表示X中闭集全体，g表示 

X中开集全体.显然有眄 =(7(0),我们称它为X的Borel。代 

数，记为®X).显然$及厂分别满足定理125的条件(1)及

(2) ,于是我们有m(^)= m⑼=3(X).但这一结果并不能从定理 

121推得.由此可见，我们将经典的单调类定理进行推广是有意 

义的.

下面引进可测空间、可分＜7代数及原子集合概念.

1.2.7定义 设严为Q上的一。代数，称序偶(Q, A)为一可 

测空间，丁中的元称为丁可测集.称＜7代数厂为可分的(或可数生 
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成的），如果存在尸的一可数子类C,使得（7（C）=兀若厂可分， 

称（Q,厂）为可分可测空间.

注意：可分”代数的元素未必是可数多个.

由习题1丄7及1.1.5易知：若厂可分，则存在一代数C,其元 

素个数至多可数，使得b（C）=F

1・2・8定义 设（Q,厂）为可测空间，对任一 3GQ,令

^ = {B p| B,

称A（3）为含3的厂原子.

请读者证明下述结论：

⑴设3,』W Q,则或者4（3）= 4（』）,或者4（3）Q 4（』）=0;

（2）设C为生成厂的代数对任何3 WQ,令C3 = {B€C|3W 

B},则有

a（3）= p| b
Becw

特别，若厂可分，则每个厂原子属于久

1.2.9定义一可测空间（E,£）称为可离的，如果它的每个原 

子都是单点集.两个可测空间称为同构，如果在两者之间存在一双 

方单值双方可测的满射（这样的映射称为可测同构）.

下一引理表明：任一可分且可离的可测空间同构于（R〃（R）） 

的某可测子空间.

1.2.10引理 设（E,£）为一可分且可离的可测空间，则（EQ 

同构于（R,B（R））的某可测子空间.更确切地说，设{An,n > 1} 

为E上生成£的代数，令

OO

=工 3
n=l
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则f为(E，G到上的可测同构.这里，B(f(E))= 

几E)QB(K)(见下面的习题121).

证 显然了为(EQ到(f(E),5(f(E)))上的双方单值可测映 

射.为证厂1可测，只需证厂1(®几£))) = &由于{An,n> 1} 

在E上生成£,只需证每个An属于令G.表示 

[0, 中三进位展开中第n项为1的实数全体，即Gi = [|, |],

—1__ ] I I r_L ___ I_____ \_
L3n，2 • 3n-xJ L3n 3门一1'2 • 3n~r

1
+ 3门一1

Il I I r 1 1 1 11U…U [莎+…+亍+…+詁n-2?

则 G“ e 理R),从而 GnCf(E) e B(几E)).我们有 An = f-\Gn) = 

f7(GNf(E)由此推得引理的结论.

习题

1.2.1设C为Q上的一集类，ACQ.令

AHC = {AnB\B EC}

(这一记号以后常用到)，并用aA(AHC)表示AnC(视为A上集类)在4上 

生成的/代数，则有

" crA(AnC) = Ano-(C).

对m(C)和入(C)亦有类似结果.

1.2.2设严为Q上的一 er代数，C = {41,42, •…}为Q的一个可数 

划分(即俎Q力机=0,71 M m, £n An =Q),则对任何B e o■(厂U C),存在 

3仇€厂,？2 = 1,2, •…,使得

OO
B = y^(Bn n An).

n=l

1.2.3设C为一集类.则对任何A e ct(C),存在C的可数子类Q,使 

得 4 € a(V).
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1.2.4设C为一集类，则对任何A e m（C）,存在£ € Cb,使得B D A. 

（提示：令Q表示具有所说性质的集合a全体，证明g为单调类.）

1.2.5设C为一集类，则下列二条件等价：

⑴入（C） = m（C）;

（2） A eC => Ac e m（C）; A,BeC,AQB = 0=>AUBe m（C）.

1.2.6设C为一集类.如果

A, B EC => AUB e Cm,

则有入（C） = a（C）.（提示：利用习题1丄6.）

1.3测度与非负集函数

学过实分析的人都知道：Lebesgue测度是线段长度概念的延 

伸（或更一般地，是欧氏空间中面积或体积概念的延伸）.下面我们 

将要引入的测度概念则是Lebesgue测度的抽象化.

1・3・1定义 设（Q,厂）为一可测空间，“为定义于厂取值于 

豆+ = ［0,oc］的函数.如果“（0） = 0且“有可数可加性或<7可加 

性,即

Xn 6 T7, n > 1, An A Arn = 0,?!黑 m 今
oo oo

"（工如）=刀“（俎），
n=l n=l

则称“为Q上的（或（。,厂）上的）测度.•

设“为可测空间⑶,厂）上的测度，称三元组（2兀“）为测度 

空间.若“（Q） < oo,则称“为有限测度，并称（。丁,“）为有限测 

度空间.若“（Q） = 1,则称“为概率测度，并称（。丁,“）为概率空 

间.若存在e n > 1,使得］JnAn = Q,且使“（缶）< OO对 

一切n > 1成立（由1.5知，可取（如）为Q的一个划分），则称“ 

为”有限测度，并称（2厂，“）为”有限测度空间.
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设(Q,兀“)为一测度空间.若4 W兀且必4) = 0,称4为 

“零测集.如果任何“零测集的子集皆属于兀称厂关于“是完 

备的，称(Q,兀“)为完备测度空间.

为了下节研究测度的扩张的需要，我们引进一般的非负集函 

数的概念.设C为任一集类.定义于C取值于豆+的函数称为C 

上的非负集函数.在下面的定义叙述中，我们总约定0WC,且非 

负集函数“满足“(0) = 0及单调性：

A, B E C, A G B //(A) < /1(B).

1・3・2定义 设“为C上非负集函数.

(1) 称“为有限可加的，如果对一切n>2,

n n n
A e C, 1 < z < n,刀 W C 今 "(工如=工“(4).

i=l i=l i=l

(2) 称“为(7可加的，如果

oo oo oo

Ai e C, i > 1, y^AjeC=>^(y^Aj)=刀“(4).
i=l i=l i=l

(3) 称“为半e可加的，如果

oo oo

AeC;Ai ec,i> 1,且4 c\jAi=> “(4) s 刀“(儿).

i=l i=l

(4) 称“从下连续，如果

An e C,An^ A e C=^ “(4) = lim /i(An).
moo

(5)称“从上连续，如果

An e C,An A e C 且“(4i) < oo => “(4) = lim /i(An).
n—>co
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(6)称“在空集处连续，如果

An e C,An 0,且 “(41) < oo => lim “(俎)=0.
n—>oo

⑺称“在C上有限，如果对一切Aec,有“(A) < OO.

(8)称“在C上e有限如果对任一 4 WC,存在AneC,n>l, 

使得A C Un An,且“(An) < OO对一切71成立.

这些概念都是可以“顾名思义”的，读者很容易记住它们.

下一定理概括了测度的最基本性质.

1.3.3定理 设“为可测空间(Q,㈢上一测度，则“从下连 

续且从上连续(从而也在0处连续).此外，“有单调性及如下的 

可减性：

A, B e A c B,且“(3) < oo => r(B \ A) = r(B) — “(4).

证 单调性及可减性是显然的.由可减性及从下连续性立刻推 

得从上连续性，只需证“的从下连续性.^Ane^n>l,AntA. 

为证 lim “(俎)=/1(A),不妨设 Vn > 1,有 /i(An) < 00,则有
n—>oo

“(4口+1 \ -An) = “(An+1) — “(An).

由A = \JnAn = Ar U 刀罷 1(4口+1 \ 缶)，故有

oo

“(A) — “(41) +〉][/i(j4n+i - /1(4仇)]=liin “(4仇).
n=l

下一定理推广了定理1.3.3的结论.

1.3.4定理 设C为一代数，“为C上的一有限可加非负集 

函数，则“有单调性及可减性.此外，"为”可加0“从下连续 

今“从上连续今“在0处连续.若进一步“(⑵< oo,则上述诸条 

件等价.
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证设“从下连续，往证“为b可加的•令AneC,n>i,M 

刀墾1 An G C,则Bm =刀量1俎W C,且Em t刀鴛1 An.于是由 

“的有限可加性及从下连续性得

oo m
"(力俎)二趣y(刀俎)

n=l n=l

m oo

=丄空。工“GM =刀"(AJ
n=l n=l

这表明“有<7可加性.其余结论显然(参见上一定理的证明). 

下一引理将使我们在许多场合把与<7有限测度有关的问题归 

结为与概率测度有关的问题.

1.3.5引理 设“为可测空间⑸丁)上的一 b有限测度.若 

“(Q) > 0,令｛An,n 2 1｝为Q的一个可数划分，使得Vn,An 6兀 

且 0 < /i(An) < oo,置

(1.3.1)

则u为(Q,㈢上的一概率测度，此外有讥4) = 0 0 “(4) = 0,并

且对任何A W兀有

证 只需证(1.3.2)式，其余结论显然.在(1.3.1)式中令AnAm

OO

“(4)=工 29(4 A An)/z(An). (1.3.2)
n=l

代替A,得

巩乩心弋霊覚))
由此立得(1.3.2)式.

习题

1.3.1设“为半环C上的一有限可加非负函数，则“有单调性及可减 

性.此外，设俎€ C, 71》1, 4 € C,且刀加“ U 4,则有刀倉“(俎)< 

“(4).
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1.3.2设(Z, Y)为一定向集，(皿，沱1)为b代数厂上的一族测度， 

满足i Y j * M <闵.令

“(4) = sup^i(A), A e T7,
i

则“为尸上的测度.

1.3.3设为一测度空间，“(Q) < oo,C为生成F的一个代 

数，则对任何4€兀我们有

“(4) = sup{/z(B) \ B E C$,B C A} = inf{/z(B) \B G Ca, B D A}.

(提示：令g表示a中使上式成立的集4全体，证明g为单调类，再利用 

单调类定理•)

1.3.4设(Q,兀“)为一有限测度空间，C为生成A的一个代数.若 

Ae^,则Ve>0,存在疗€ C,使得m(AAB) < &.(提示：利用习题1.3.3.)

1.4外测度与测度的扩张

本节研究如何把一半环C上的一 a可加非负集函数扩张成为 

<7代数"(C)上的测度，通常采用的方法是外测度方法.

1.4.1定义 令&Q)表示Q的所有子集(包括空集)所构成 

的集类，设“为/(Q)上的一非负集函数(约定“(0) = 0).如果“ 

有单调性并满足如下的次a可加性：

^■n U Q, 72 N 1 今 “(4口) S〉］ “(4口),
n n

则称“为Q上的一•外测度.

下一定理是测度扩张的基础.

1・4・2定理 设“为。上的一外测度.令

况={A u 0 | VD u Q,有认D) = “(/ Q D) + /i(Ac n D)}, (1.4.1) 
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则弘为Q上的一 <7代数，且“限于弘为一测度.我们称弘中的 

元素为"可测集.

证 首先注意：为要AWU,当且仅当VDcQ,

“(D) > “(A Q D) + n(Ac n D\ (1.4.2)

设A,BEU,则由(1.4.1)式及“的次可加性知：VD C Q,

“(D) = //(A n 7?) + /i(Ac n D)

=“(4 q D) + m(b n ac n p) + “(矿 n acd)

> “((4 u B) n P) + “((4 u B)c n D).

这表明 AUB eu.此外，由(1.4.1)式知，AeU=> Ac 

为一代数.

下面证明U为(T代数，且“限于弘为一测度.为此，设 

An EU,n> 1,且4口 Q =0,冗弄m,则对任何P C Q,我们有 

(注意Ak A Q…Q珀=4上)

y(D) = “(j4，i n D) + n D)
=“(4i Q D) + “(A2 n D) + //(^2 n n z?) = • • •

n n
=刀"(心 Q D) + “((刀 A^C n D)

k=l k=l
n oo

> 工"(血 Q D) + “((工 Ak^C n D) • 

k=i k=i

在上式中令冗T OO,并由“的次O可加性立得

OO OO
“(D) > 工皿 Q D) + “((刀 4屏 n D)

k=l k=l
oo oo

> “((刀加)G 巧 + “((刀 ^)C 门 D).

k=l k=l
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oo
这表明EZi金eu.此外，在上式中令D=^Ak得

k=l

OO OQ

"(工4上)=工“⑷)•

k=l fc=l

因此，弘为一 <7代数，且“限于弘为一测度.证毕.

下一命题的证明是不足道的，故从略.

1.4.3命题设C为。上一集类，且0 W C.又设“为C上的 

一半。可加非负集函数，且“(0) = 0.令
OO OO

“*(4) = inf ｛刀"(俎)AneC,Ac (J 俎｝, A C Q (1.4.3) 
n=l n=l

(这里及今后，约定inf 0 = +oo),则“*为Q上的外测度，且“*限 

于C与“ 一致，我们称/为由“引出的外测度.

1.4.4命题设“为半环C上的一非负集函数(约定“(0) = 0). 

则为要“是<7可加的，必须且只需“为有限可加且半。可加的.

证 必要性设“为<7可加，显然“为有限可加.令A G 

C,AneC,n>l,且 4 U Un 4",往证 M “(A J 令

B± = Bn = AnA｛…代n > 2,

则由半环的定义知Bn e C巧(记号见1.1.6),且有Un^n = EnBn, 

从而A =刀爲($nQ4).由于BnPlA e C巧，故存在Cn,m W G 1 § 

m < W使得

fc(n)
Bn Q A =〉］ Cn、rn , 72 N 1.

m=l

由“的可加性推知

oo fc(n)
"(A)=工工卩(Cn,m).

n=l m=l
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但由于 An D 刀\ Cn?m = An Cl (Qm ^n,m) ^S/,

故由“的有限可加性易知

k{n)
“(4口)》〉]W(Cn,m) •

m=l

因此有/i(a)< EXi “(如)，此即“的半b可加性.

充分性 现设“有限可加且半。可加.设An e C,n > 1, 

刀口俎=4 w C,我们要证/i(A) = En/i(An).由于对一切A: > 1, 
A \ En=l An e C巧，故由“的有限可加性知/1(A) >刀二“(俎). 

但k是任意的，故“(A) > EXi “(4J再由“的半b可加性知 

“(A) = ZXi“(X).证毕.

下一引理给出了 “*可测集的一个刻画.

1.4.5引理 设C为Q上的一集类，且0 w C.又设“为C上 

的一半。可加非负集函数，且“(0) = 0, “*为“引出的外测度. 

则为要4为“*可测集，必须且只需对一切C" 有 .

“(C)2“*(CQA) + “*(CQ£)(或者等价地，等号成立).(1.4.4)

证 只需证充分性.设A C Q,且对一切C EC, (1.4.4)式成 

立.任取DUQ.若"(D) = oo,显然(1.4.2)式成立(“*代替“). 

若"(D) <8,则由“*的定义，对任给£>0,可取AneC,n>l, 

使得Un^n D,且2(D) >刀驚“(俎)-于是由(1.4.4)式及 

“*的次”可加性有

M*(D) > 刀”(俎门 Q + “*(俎 n Ac)] — &
n

》"* (( U 如)Q A)+ “* (( U An) n 仝)—&

n n

> M*(D nA) + m*(d n Ac) - £.
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- 由于£ > o是任意的，故有(1.4.2)式成立(以“*代替“).这表明 

I A为“*可测集.证毕.

I 下一引理是应用单调类定理的一个典型例子，我们在讨论测

? 度扩张的唯一性时将用到它」 〜

1-4.6引理 设C为Q上的一 7T类，“1及“2为b(C)上的 

两个有限测度.若Qec,且刈与“2限于c 一致，则刈与“2在 

EC)上一致.

证 令 g = {Ae <7(C) I /11(A) = “2(4)},则由定理 1.3.3 知 g 

为入类.但依假定，有g x 故由单调类定理知g □ a(c),从而 

g = gc).证毕.

下一定理称为Caratheodory测度扩张定理.

1.4.7定理 设C为Q上的一半环，“为C上的一(7可加非 

负集函数，则“可以扩张成为EC)上的一测度 若进一步“在C 

上为<7有限，且QwCc则这一扩张是唯一的，并且扩张所得的 

测度在HC)上也是<7有限的.

证 由命题144,“在C上有半°可加性.令“*为“按 

(1.4.3)式引出的外测度，令U为Z可测集全体.现设A w C, 

往证A eU.对任何C e C,我们有C Q仝=£；=1B7-,其中 

%••• ,En W C,Em 巧=* j,于是有

n
/z*(cnAc) <52/1(3,).

i=l

但我们有C-(CnA)uE^Bn故由“的有限可加性得

n

i=l

> /i*(CnA) + /i*(Cn Ac),

由引理145便知Aeu.最终我们有EC) UU.令丘为Z在(7(C) 
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上的限制，则％为HC）上的测度 显然〃与“在C上一致，即〃 

为“到EC）上的扩张.

现假定“在c±a有限，且Q 由于C是半环，不难证

明存在Q的一个可数划分（缶），使得An e c,“（俎）＜ oo,n＞ 1, 

且d = EX1俎.设“1与“2为“到EC）上的两个测度扩张，则 

由于AnQC为7T类,且AnQCuC,故由弓［理1.4.6知,“1与“2 

在缶Q a（C）上一致，从而血与卩2在o（C）上一致

1.4.8定理 设（0,兀“）为一测度空间，N为0上的一 

集类.假定N满足如下条件：（1） A w u 4今3 w “； 

⑵N°=N;⑶ A 厂今 “（4） = 0.令

J = {A c Q | e T7, e V},

m（A） = B e T7, A AB e Af, A e J,

则歹为＜7代数，歹为歹上的测度.

证 我们只证〃在戸上的定义是唯一确定的，其余结论容易 

证明.为此，设 Ae J, 使得 AAB1 € V, aab2 e M
由于

（BiAB2） n ac c （Bx u b2） n ac c （aabj u （aab2）,

（BiAB2） n a c （Bf u n a c （4△场）u （aab2）,

故有（B!AB2） e N.但（场△風）e凡 于是“（场△/） = o,从而 

有 “31）= “（禺）.

1・4・9定义 设（0,兀“）为一测度空间.令

M = {NuQ| 3Ae^,/i（A） = 0,使AdN},

则N满足定理1.4.8的条件.于是（Q,歹，刃为一测度空间，它是 

包含（0,兀“）的最小完备测度空间.我们称0丁秒为（2兀“）
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的完备化，称豕为厂的"完备化.此外，我们有

歹={A U N € 兀 N G "}；

歹(4UN) = “(4), AeA'N&N.

习题

1.4.1 (测度的限制)设(忆兀“)为一有限测度空间，Qo C Q,且 

“*(Qo) = “(Q).则 PACA 有 “*(4 Q Qo) = “(4),并且 “* 限于 Qo Q 尸 

为一测度.称/为"到(Qo, Qo n尸)上的限制.

1.4.2设(Q,兀“)为一有限测度空间，QoCQ. ^^ = Qon^,

巩4) = inf{“(G) | G € 兀 G Q Qo = 4}, A E ^o,

则“为(Qo』o)上一测度 令

fi(B) = iy(BnQ0), VB 6 5*,

则〃为(Q,卩)上一测度，且

1.4.3设(Q,7\“)为一测度空间，{An,n>l}为丁中的极限存在 

的序列.若"(41) < oo,则 lim //(An) = m(】im An).
n—^oo n—>oo

1.4.4设(Q,厂，“)为一测度空间.令

“*(4) = inf{M(B) I B D A, B E A G Q,

则以为Q上的外测度.令U为g可测集全体，则(。,仏“*)为完备测度 

空间.若为一 a有限测度空间，则弘为卩的“完备化.

1.4.5 设(Q,兀“)为一完备测度空间，M={Ae ^|m(A) = 0}. 
设g为厂的子b代数，令

g = {Ac^\3B eg,使

M(A) = Bee, AAB e AT, a eg,

则g = a(gu^，且％为旷上的测度.
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1.5欧氏空间中的Lebesgue-Stieltjes测度

本节将利用上节的结果来建立R"上的Lebesgue-Stieltjes测 

度.为此，我们先引进若干记号.

设。=@1, •••,%）与b =（加，・・.，冻）为1^中的两个点.若对 

一切。有相应地，如,则记为«<6（相应地，a<b）. 

设a<b,我们令

C = {（a, b\ | a < 6, a、b W Rn},
n

= ］［（% — aj.
i=l

1.5.1引理C为上的半环，且“为C上的er可加非负集 

函数

证C显然为半环.由归纳法易证“在C上是有限可加的（直 

观上看，体积具有有限可加性）.为证“在c上为a可加的，只需 

证“为半o可加的（命题1.4.4）.为此，设

I = @,目,Ii = @（2）,刈］,

其中 a < 6,a® < W）,且 / U （J/.对任给 £ > 0,存在 a,6（0,a < 

忑 <6 及 6（0>6W,z>l,使得

“（（爲切）> /i（（a,6］） 一£

“（（川）,沪）］） < “（（川）,川）］）+ 2%, 2 = 1,2,…. 

由有限覆盖定理，存在自然数N二1,使得［a,6］ C 於））,

从而有故有

N
切）- & S “（@切） < 刀 “（（a®,評］）

i=l
oo
近皿）,川）］）+「

i=l
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令£ J 0得R⑴ < 刀爲“(2), “的半O可加性得证.证毕.

令B(R")为R"上的Borel a代数.易知：(r(C) = B(RJ于 

是由测度扩张定理立得如下的定理.

1.5.2定理“可以唯一地扩张成为B(R")上的。有限测度 

(称之为Lebesgue测度).

令砸可为B(R")的“完备化，称丽町中元为Lebesgue 

可测集，而B(R")中的元称为Borel可测集.

1・5・3定义 设F为R"上的一右连续实值函数，对«,6eRn,

令
6<-a

X
)
/
 

?

1

 

1
 

,
(
\
b

△

中 其

△比0妨=G(衍，…，％…，％)

一 &(£],•••，⑰一 1, 血+i, •…,xn).

如果对一切a<b,有ZXbgF N 0,称F为增函数.

设“为 23(Rn)上一 a 有限测度.称“为 Lebesgue-Stieltjes 

测度(简称为L-S测度)，如果对任何C WC,有“(C) < oo(即“在 

C上有限).下一定理表明：Rn上的L-S测度与R"上的右连续 

增函数之间有某种对应关系.

1・5・4定理 设F为R"上的一右连续增函数.令

“頁0) = 0, =亠),(1比 a 冬 b, a,b W R",

贝!J阪 可以唯一地扩张成为R"上的Lebesgue-Stieltjes测度 反 

之，设“为R"上的一 L-S测度，则存在R-上的一右连续增函 

数F(但不唯一)，使得“为“f从C到B(R")上的唯一扩张.

证设F为右连续增函数.与引理1.5.1类似可证：iiF为 

C上的一。可加集函数，从而可以唯一地扩张成为B(R")上的测 
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度.定理后半部分证明比较复杂，我们就省略了(如果“比较特 

殊，满足 “((-00,创)< oo, Va? e Rn,则令 F(’) = “((-8胡)即得 

所要的增函数，这至少对概率论来说是够用了).

习题

1.5.1 设“为 3(R")上一 Lebesgue-Stieltjes 测度，/C 和 G 分别为 

Rn的紧子集和开子集全体，则有

M(B) = sup{“(K)\K CB,K eic}

=inf{“(G) \BGG,GeS}, B e 3(X).

1.6测度的逼近

设(Q,厂,“)为一测度空间.本节研究在什么条件下，厂可测 

集的测度可以通过厂的一子类C中的元素的测度来逼近.我们将 

在第5章研究拓扑空间上测度的正则性时用到这一结果.

1.6.1引理 设(Q,兀“)为一测度空间，C为厂的一子类. 

令

H = {AeJ:\ “(4) = sup[/z(B)\BeC5,Bc A]},

则？/ C,且咒有如下性质：

(1) An G ?/, zi 1, An f A 今 A G ?/;

(2) An e H, “(俎)< oo, n > 1 QAn e ?/.
n

特别，若“为有限测度，则兀为单调类，且对可列交封闭.

证⑴设 An e H, n > 1, An f A.若 “(4) = oo,则 /i(An) f 

oo,于是易从H的定义知AeH.现设“(4) < oo.对任给& > 0, 

先取冗o,使得“(4口0)2 “(4) 一 2-再取B W C“B u A%,使得 
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m(B) > “(俎)—|.则有 B U 4,且 “(3) > /i(A) — 5 这表明 

AeH.

(2)设 An 6 H.^An) < oo,n > 1.对每个 n > 1,令 £口 € 

Cs,Bn C An,使得认Bn) > “(缶)一 2一隹.令 B = ABn,则
n

B eCs,B c^]An,且有
n

“(pi 缶)- “9)=“( n 俎、pi 禺)〜(u ⑷ \ 氏))

n n n n

S 刀[“(Ai)— “(禺)]< s, '
n

这表明An e H.

1.6.2引理 设为一有限测度空间，。为厂的一子 

类.令

Q = [A e^|/i(A) = inf{/i(B) \BeVa,BD A}},

则q □ %g为单调类，且对可列并封闭.

证 令C = {DC, D e P},并如引理161中定义K则易见 

AeQ^Ac EH.故由引理161立得本引理结论.

下一定理是测度逼近定理，它的证明依赖于推广了的单调类 

定理(定理125).

1・6・3定理 设(Q,兀“)为一测度空间，C为厂的子类，且 

EC)=只此外设C满足如下条件：

A, B e c Au B ec； A ec => Ac e (Q)o-.

若Ae^,且“在A上为(7有限，则有

“(4) = sup{/i(B) I B G A, B E C§}. (1.6.1)

证首先假定“(4) < oo,令

叭E) = p(AQ叭B尹
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则z/为（Q』）上的有限测度.令

H = {C e^\z/(C) = sup{i/(B)|B C C.B eC6}},

由引理1.6.1知，H为单调类，且•由C满足的条件推得

B E C§ AU B E A E C§ Ac E (C§)a-

于是由定理125知咒n m(4) =(r(Cd)=兀特别有4 W A,即有

巩4) = sup{i/(B) \B C A, B e C§},

此即(1.6.1)式.

现设 “(A) = oo.令 An e T7, ^(An) < oo,n > 1,使得 An f A, 

则由上所证，我们有

sup{^(B) \B CA,B eCs}> sup{“(£) \ B C An,B eCs} = “(AJ. 

但lim M(^n) = g,故(161)式成立 定理证毕.
n—>oo

作为定理的推论，我们有如下命题，它推广了习题1.3.8.

1.6.4命题 在定理1.6.3条件下，假定“为有限测度，则对 

一切4 €兀有

“(4) = supMB)|Bc = inf{“(c)|Cd A CePCT},

其中 Q = {cc\c e c}.

习题

1.6.1 设X为一距离空间，3(X)为Borel a-代数，严和G分别 

为x的闭子集和开子集全体，M为(X, 3(X))上的C7-有限测度 则有

//(B) = sup{/i(F) | F C B, F e T7}

=inf{/i(G)|BcG,Ge6}, Be 3(X).
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第2章可测映射

2.1定义及基本性质

2・1・1定义 设（2厂）及（E,®为两个可测空间，/为Q到E 

中的映射（简记为于：Q t E）.如果对一切4 €二有厂1（4） 6兀 

则称f为厂可测映射.

今后，我们用厂乜）表示集类{厂乂4）皿€ £}•于是，f为 

厂可测映射o厂】（£） UF

2.1.2定义设R为实数域，豆=R U {-oo, oc}.我们分别 

用3（R）及3（豆）表示R及豆上的Borel a代数.令（Q』）为一 

可测空间，/为Q到氏中的映射.如果厂1（3（豆））UA,称/为 

Eorel可测函数，简称可测函数.若进一步子只取实值，则称子为 

实值可测函数.设©为复数域，/ ： Q T ©称为复值可测函数, 

是指它的实部和虚部同时为实值可测函数.

容易看出：f为（2厂）上的实值可测函数，当且仅当f为 

（Q,卩）到（R,3（R））中的可测映射.

下一命题给出了可测映射的一个有用刻画.

2.1.3命题 设（Q,A）及（E,£）为两个可测空间，C为生 

成<7代数£的一集类.如果/为Q到E中的一个映射，使得 

厂i（C） u兀则/为可测映射.

证令G = {A QE\f-\A） €卩},则G为E上的一 <t代数. 

由假定，3C,从而G D a（C） = £,这表明厂】（£） U 即/为 

可测映射.

2.1.4系设子为可测空间（Q, A）上的一数值函数（即取值于



豆),则下列条件等价：

(1) f为可测函数；

(2) Va € R, [/ < a] € F、

(3) Va E R, [f S a] € 严；

(4) Va e R, [/ > a] E A;

(5) Va E R, [/ > a] e 只

这里及今后，[/ < a]表示集合{• |几3)< a}.

证 令 Ci = {[—oo, a) \a e R},则易知 cr(Ci) = 3(R),故由命 

题2.1.3知(2)今⑴.类似可证(3)今⑴.此外，显然有(2)今(5)及

(3)0(4). 证毕.

由于可测函数可取+oo和-8,我们在研究可测函数的算术 

运算(即加、减、乘、除)时，作如下约定：

(1) (±8)+ 龙=刁 + (±00)= X —(干OO)= ±oo, \x\ < OO；

(2) (ztoo) + (±oo) = (±oo)—(干oo) = ±oo;

(3) x/ ± oo = 0, \x\ < oo;

{
±oo, x > 0,

0, 龙=0,

干oo, x <0;

(5)下列运算被认为无意义：(±oo) - (±oo), (±oo) + (Too), 

±oo/ ± oo, ±oo/ 干 co, x/0.

2.1.5命题(Q,鬥上实值 復值)可测函数全体构成实域(复 

域)上的一向量空间.

证 只需考虑实值可测函数情形.令©表示R中的有理数全 

体设人g为实值可测函数，则VacR,有

[f + g<a]= IJ ([/ < r] Cl [^ < a-r]),

从而f + g为实值可测函数.此外，对任何awR,时显然为实值 

可测函数.证毕.
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2.1.6命题 设/, g,{fn,n > 1}都为(Q,鬥上的可测函数.

(1) 力为可测函数；

(2) 若f + g处处有意义则f + 9为可测函数；

(3) 若处处有意义,则〃g为可测函数；

(4) inf 九，sup/n,liminf fn 及 limsup/n 均为可测函数；
n n ri^oo n^oo

(5) [f = g\及MSg]为可测集.

证(1)首先假定子及g非负，则VaeR,a> 0有

旳 < 4 =[于=o] u [g = 0] U ( |J [f <r]n[g

『凹+

故/g为可测函数.对一般的可测函数子及g,令

严=八0, r-(-/)vo,

显然/+及厂为可测函数.于是fg的可测性由下式及⑵推得

fg =(严-厂)@+ 1- g_) = Cf+g+ + f~g~) 一(九一 + 厂g+)・

(2) 由命题2.1.5的证明看出. ，

(3) 设|g|〉0处处成立，贝惕知gT为可测函数 若〃g处 

处有意义，则f/g = f- g~\故f/g为可测函数. .

⑷VawR,我们有 八\

[inf fn< a] - {Jlfn < a],
U n

[sup fn <a]= p|[/n < a],
n n

故由⑴和⑶推得(4).

(5)令 /n = (/ A V (-n), = (^ A V (-n),则

[f = d] =「|[九—g』，[子 S g] =S 9n\- 
n n
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由于[九=9n] = [fn - 9n = 0], [fn < gn] = [fn - gn < 0],从而 

lf = g]及M S g]为可测集.

下面我们研究可测函数的构造.

2・1・7定义 设ACQ,令

3 € 4,
3 $ 4,

称乙为集4的示性函数.设子为Q上的一实函数，若f只取有 

限多个值，称子为简单函数.

设子为一简单函数，其值域为仙,…，"}.令儿二厂乂仏}), 

0 = 1,…，72,贝！H =刀二aJAi.若(Q,鬥为可测空间，则子为厂 

可测，当且仅当每个儿为厂可测集.

2.1.8定理 设(Q,厂)为一可测空间，f为一可测函数.

(1)存在一简单可测函数序列(/n,n > 1),使得对一切n> 1, 

有 |fn| < |几且 lim fn = f.

⑵若f非负，则存在非负简单可测函数的增序列(九)，使得

lim fn = f.

证将/表为严-厂，易知⑴是⑵的推论.往证(2)：对

> 1,令

则fn为非负简单可测函数，且/nt/- 

下一定理是上一定理的简单推论，今后常被引用.

2・1・9定理 设(Q,A)为一可测空间，c为生成A的一个代 

数.令咒为Q上的一族非负实值函数，如果它满足下列条件：

(1) 几 g w %, % 0 N 0 今 q/ + 0g w H；

(2) A e W, n > 1, /n t /且/有限(相应地，有界)或九/
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（3） \/A € C, 0 € K

则咒包含Q上的所有非负实值（相应地，有界）厂可测函数.

证令r={Ae^\lAeH}.则由⑶知TdC,且由⑵知 

T为单调类，故由单调类定理知于是由（1）、（2）及定理 

2.1.8推得定理的结论.

2.1.10定义 设（E,勺为一可测空间，咒为Q到E中的一 

族映射.令

厂=只U厂乜）}，

则A为使H中所有元素为可测的最小<7代数.我们称:F为函数 

族兀在。上生成的e代数.特别，若（E, G = （R, 3（豆）），我们常 

用记几表示这一（7代数只

下一定理给出了 <7（/）可测函数的一个刻画.

2.1.11定理 设子为Q到一可测空间（EQ 中的映射， 

心为子在Q上生成的<7代数（即<7（/）=广1（6）,则为要Q 

上的一数值函数Q为<7（/）可测，必须且只需存在E上的一 £ 

可测函数h,使得9 = h。几这里hof表示人与子的复合，即 

h o畑=人（子3））。e Q）.如果炉为实值（相应地，有界归（门可 

测，则h可取为实值（相应地，有界）函数.

证 充分性显然（见习题2.1.2）.下证必要性.设4 €（7（/）,则 

存在B e 5,使4 =厂1（3）,即有IA = IBo /,于是对任一（7（/） 

可测简单函数？存在E上一匕可测函数仏使得^ = hof.现设 

Q为一 <t（/）可测函数，由定理2.1.&存在一列（7（/）可测简单函数 

g 使lim处=?由上所证，存在一列E上£可测实值函数 n—>oo
&n,使 ^n = hno f.令 h = lim sup hn,则= ho f.若进一步甲为

moo
实值（相应地，存在一常数C > 0,使得10 < C）,令H = hl^<oo湘 

应地，令h! = hfc — h— g则Q = 几定理证毕.
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习题

2.1.1设（E, ◎为一可测空间，C为生成£的一集类•设咒为Q到 

E中的一族映射，严为咒在Q上诱导的a代数，贝！1

尸"｛（J广«）｝・

设炉为严可测函数，则存在H的可数子族Ho = 6/2,…｝,使得炉为 

尺可测，其中天为咒。在。上诱导的a代数.

2.1.2设（Q』）,（E,£）及（G,g）为可测空间，f为Q到E中的严 

可测映射，人为E到G中的£可测映射.令^ = hof,则炉为Q到G 
中的A可测映射.

2.1.3设子为（Q,尸）上的一有界可测函数，则存在简单可测函数序 

列（A,n> 1）,使得 |A| <|/|,n> 1,且 fn 一致收敛于 /.

2.1.4设（Q,严）为一可测空间，C = ｛Ai,A2,--J为Q的一个可数 

划分（即 AAA,- =0,i/ 久 令丁 =只严 U C｝,则：

（1） T = ｛刀莒（4川凤）| B €兀宀1｝；

（2） 设g为Q上一丁可测实值函数，则存在一列丁可测实函数（A,n> 
1）,使得 9 =工Xi filAi.

2.1.5设Q为一距离空间，3（。）为Q上的Borel a代数令Cb（Q） 
表示Q上有界连续函数全体，则B（Q） = a｛f\f e Cb（Q）｝.

2.1.6设｛fi,l<i<m｝为R上实值Borel函数则（丘,…，忌） 

为（R,3（RV）到自身的可测映射.（提示：利用命题2.1.3.）

2.1.7 f ： a —①为（Q,鬥上的复值可测函数当且仅当于为（Q,㈢ 

到（© 中的可测映射.

2.2单调类定理（函数形式）

设（Q,厂）为一可测空间.有时我们只知道有一类厂可测函数 

满足某一性质，而希望证明所有厂可测函数满足该性质.这时我 

们就要用到函数形式的单调类定理.
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下一定理是与定理122(2)相应的函数形式.

2・2・1定理 设C为Q上的一 7T类，兀为由Q上的一些实值 

函数构成的线性空间.如果它们满足下列条件：

⑴山兀；

(2) A e n > 1, 0 < t 且子有限(相应地，有界) 

今fW汕

(3) VA € C, 0 W K

则咒包含Q上的所有HC)可测实值(相应地，有界)函数.

证令^={AcQ\IAeH},则易知厂为入类，且CU只于 

是由定理122(2)知(7(C) U久 设子为(7(C)可测实值(相应地， 

有界)函数，令

n2n-l 丘
% =刀莎'［命9+<窃］+M［尸R］, 

k=0

则9n e Kgn r严，从而由⑵知/+ e K同理厂w咒，故 

/ = /+ - /- e 定理证毕.

下面我们着手推广定理2.2.1.为此，首先引进入族概念，它 

是集合的入类概念在函数情形下的类似物.

2.2.2定义 设兀为Q上的一族非负有界函数，称咒为號, 

如果它满足下列条件：

(1) 1 e 比

(2) f E 7/, ol E R+ 今 ocf E 7Y；

(3) f,g e Kf H 一 g w 比

(4) 九W 》1,九f人且子有界今子€ H.

设C为Q上的一族非负有界函数，我们用A(C)表示包含C 

的最小入族，并称A(C)为由C生成的入族.
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2.2.3注 设咒为入族，则咒还有如下性质：

扎g W乳今f十g C T~L.

事实上，设c为一常数，使得子+ g S C,贝U由⑶知

f 十 g = C — [(C — f) — g] E T-L.

下一定理是与定理123(2)相应的函数形式.

2.2.4定理 设C为。上的一族非负有界函数.我们用第(C) 

表示非负有界a(f\fe C)可测函数全体，则下面二断言等价：

(1) MC)F(C)；

(2) f,g € C 今 fg E A(C).

证只需证⑵今⑴.设⑵成立，令

$ = {/"(C)| Vg€C/g"(C)},

则易见。为入族，且Q1DC,故有①=A(C).再令

6 = {子 G A(C) | Vg W A(C)/g € A(C)},

则6为入族，且6・C(因有6 = A(C)),故有6 = MC),这表明 

MC)对乘积运算封闭.令

^={4UQ|OWA(C)},

则厂既为入类又为tt类，故厂为<7代数.往证A(C)对有限下端 

运算封闭.设f.ge A(C),为证fNg E A(C),不妨假定/ < 1,^ < 1, 

于是有\ f -g\< 1,且有

(/ 一 g尸=严 + g' — 2fg e a(c).

我们将用到如下事实(请读者自行证明)：设圍S 1,令E3) = 0,

血+的)=Pn(x) + -几(必尸)，n > 0,
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则Pn(x) t \x\.于是，由于

Pg - g) = ^(/ - g)? w a(C),

故由归纳法知PnU - g) € A(c),n > 1.从而由入族的性质⑷知 

l/-^|eA(e).最终我们有

f 卜 g = 2(/ + g — If 一 g|) w MC).

现设feC,a> 0为一实数则由上所证，=
a a

A(C),故 1 — (— A l)n E A(C).从而有
a

1 ~ A !)n t ^[/<a] W A(C).VX-

这表明If < a] •因此f为厂可测.由定义1.1.10知a(f\fe

C)

最后，设f e r+(c),令

n2n-l 丘
Z 莎/筋9<密]+77AfR],
k=O

则由于Z[缶9<殊1] € A(C),故九€ A(C)Jn t / e A(C),这表明 
功C) C ：(c)•石相反的包含关系恒成立，故有席(C) = A(C).定 

理证毕.

作为推论，我们得到与定理122(2)相应的函数形式的单调类 

定理.

2.2.5定理 设C为Q上的一族非负有界函数，且对乘积 

运算封闭.若咒为一入族，且包含C,则H包含一切非负有界 

<r(/|/ec)可测函数.

下面我们将给出其他形式的单调类定理，它们是定理123(1) 

的函数形式.
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2.2.6定义 设兀为Q上的一有界函数族，称咒为单调族, 

如果它对一致有界单调序列极限封闭.

设C为Q上的一有界函数族.我们用M(C)表示包含C的最 

小单调族，用a(c)表示有界a(f If e C)可测函数全体.

2・2・7定理 设C为Q上的一有界函数族，则下列二条件等 

价：

(1) M(C) = 6(C);

(2) 1 e M(C);feC,aeR^afe M(C);

f,geC=>f + geM(C^ 子 AgWM(C).

证只需证⑵今⑴.设⑵成立，令

咒1 =甘 € M(C) |Vq M(C); Vg € C/ + g/ A g € M(C)}

则为单调族，且珀2) C,故珀=M(C).再令

= {/ e M(C)忖 g e M(C), nge M(C)},

则H2为单调族，且怂n C(因为= M(C)),故怂=M(C).由 

上所证，M(C)为一线性空间，且对有限下端运算封闭(从而也对 

有限上端运算封闭).此外，依假定1 e M(C).令

^={AuQ|SwM(C)},

则厂为Q上的一 <7代数.

往证c中的每个元为A可测.设/ e C,a e R,令九=

- a)+ A.l,则 fn e M(C),且九 f I[f>a].故 I[f>a] € M(C),即有 

[f > a] e :F.这表明子为厂可测，于是€ C) U久

最后，设/er+(c),令

fe=O
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由于M(C)为线性空间，故九€ M(C).但At/,于是f € M(C), 

这表明g(C) C M(C),因此有£b(C) C M(C).但相反的包含关系 

恒成立，故有M(C) = £b(C).定理证毕.

作为定理的一个有用的推论，我们有下面的定理.

2・2・8定理 设咒为Q上的一有界函数的单调族，C为％的 

一子族.则兀6(C),如果下列条件之一成立：

(1) «为线性空间，且C对乘积运算封闭；

(2) C为一代数(即C为一线性空间，且对乘积运算封闭)，且 

存在C中某个一致有界的单调序列，其极限为1;

(3) C为一线性空间，C对有限下端运算封闭，且存在C中某 

个一致有界的单调序列，其极限为1.

证设⑴成立.令Q为由1和C生成的代数，则VCK 

从而M(Q) C H.易证M(Q)为一线性空间(见习题2.2.1).设 

1.采用定理2.2.4的证明中的记号，令九二Pn(/), 

则仏5 且0 S九门几故|/| € M(Q).于是对一般的f eV, 

亦有|/| e M(P).设力gwp则有

故由定理2.2.7知a(Q) = M(Q).但显然有Cb® = a(C),故最 

终有 Cb(C) = M(Q) C H.

设⑵成立，则1 € M(C),M(C) U弘且M(C)为一线性空 

间.余下证明同上.

设⑶成立，则定理227中的条件⑵成立，故有Cb(C)= 

M(C) C H.

' 习题

2.2.1设C为Q上的一有界函数族.若C为线性空间，则M(C)亦
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为线性空间.

2.2.2设C为Q上的一非负有界函数族，则下列二条件等价：

(1) M(C) = C[(C);
⑵人g WC 今f Ng W M(C); / eC,aeR=>a/, a-/Aa€ M(C).

2.2.3 (定理2.2.1的另一种形式)设C为Q上的一 tt类，咒为Q上 

的一非负实值函数族.如果下列条件被满足：

(1) 1 e 咒；

(2) f eH,a eTL+ af EH; f,g > g f - g EH;

(3) /n€^,n>l,0</nt/,且于有限(相应地，有界)今fEH;

(4) 0AwC,IaW 比

则咒包含Q上的所有非负HC)可测实值(相应地，有界)函数.

2.3可测函数序列的几种收敛

设(QA,“)为一测度空间.本节将研究(Q兀“)上实值可测 

函数序列的几种收敛及它们之间的关系.为了叙述方便，我们将采 

用如下术语：如果某一性质在。上除了一零测度集外成立，则称 

它几乎处处成立，简称a.e.成立.

2.3.1定义 设(/n)n>lJ均为实值可测函数.

(1) 如果存在一零测集N,使得W&Nc有lim AM = f(3),n—>oc
则称(亢)几乎处处收敛于几或a.e.收敛于/),记为lim fn = f n—>oo
a.e.,或 fn f.

(2) 如果对任给&〉0,存在N“(N) < s使得(九)在Nc 

上一致收敛于/,则称(九)几乎一致收敛于/,并记为lim fn = fn—>oc_4 /• a・un. i»a.un.,或 fn —> f.

(3) 如果对任给s > 0, lim M([|/n ~/|> £]) = 0,则称(九)依测n—>oo
度收敛于人并记为/nA/.当“是概率测度时，称(九)依概率收 

敛于八
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更一般地，对一定向序列（九）也可定义上述几种收敛概念， 

特别，对双指标序列（/nm）可定义上述收敛概念.

2.3.2定义 设（九）为一列实值可测函数.如果（/n -仏）a.e. 

收敛于0（当71,m T oo）,则称（九）为a.e.收敛基本列.类似可以 

定义其他各类收敛的基本列.

2.3.3注 由定义看出，上述各类收敛的极限是a.e.唯一确 

定的.例如：设fn寺化人寺g,则f = g,a.e..另一方面，设 

= g,a.e.,则fn勢g.此外，对各类收敛序列（九），若 

对每个弘用一与fn a.e.相等的实值可测函数gn代替九，则（g』 

亦为同类收敛序列，其极限与（九）的极限a.e.相等.

下一定理给出了上述几种收敛的刻画.

2.3.4定理 设（九）及f均为实值可测函数.

（1） fn当/,当且仅当比> 0有

OO OO

“（n U [法 ~ /I —打）=（2.3.1）
1 I—TV

（2） fn瑋/,当且仅当V& > 0有

OO

仇辄"（U “ 一力 n 司）=0. （2.3.2）

（3） fn 4 /,当且仅当对（九）的任何子列（九，），存在其子列 

（fn）使得 fnfk 洱 /, @ T OO）.

证 ⑴设 M 为实数列，a为一实数，贝！!要使«n T a,必 

须且只需对每个k >1.存在自然数ng 使得当i > n（k）时有 

\ai — a\ < 土.因此我们有

OO OO OO r [・

｛宀|九3） T凡3）｝ =U Pl I九一打 <乔•

k=l n=l i=n L 」

• 39 •



于是，fn^f,当且仅当

OO OO OO r [ ■

m(U A U 比―力応)= o, 
k=l n=l i—n L 」

即 VA: > 1 <
OO OO r [・

"(Pl U 皿-子| n & ) = o, 

n=l i—n L 」

(1)得证.

(2)必要性.设fn兽f.则V6 > ORF e兀“(F) < 6 ,使九

在Fc上一致收敛于f.于是Vs > 0,存在N,使得当：丄N时，有

I九3)-子3)1 < E, 3 w Fc,

因此，U層N[比-川2打U F,特别有

OO

' limsup/i( |J[|/i - f\> 打)< “(F) < 6.
心°° i=n

必要性得证.

下证充分性.设对任给8〉o有(2.3.2)式成立.则V6 > 0附>

1,加紂,使得

00 [ 8
“(U “ m 乔]) < 矜 

i=n(k)

令
OO OO [

F=U U [比—川》刃，

k=l i=n(/c)

则“(F) < 6,且有

OO OO [

严=门A ”-力<” 

k=l i=n(k)
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这表明在Fc上fn 一致收敛于/.依定义，fn洱f.

（3）必要性.设/n4/.令（俭）为（九）的一子列，贝I」仍有 

局A f.由依测度收敛的定义，存在（局）的子列（加）,使得 

M（［|/n^ -/| > |］） S Vg 1.

故Vm>l,我们有

因此 Ve〉0,与（九）相应的（2.3.2）式成立，从而加浮/. 

下证充分性.我们用反证法.假定（九）不依测度M收敛于/, 

则存在某个&，使得

limsup/i（［|/n - f\> e］） > 5 > 0.
n—>oc

于是存在（A）的子列（九），使得对一切况有>叩> 6. 

显然（九，）不包含几乎一致收敛的子列.充分性得证.

2・3・5定理⑴我们有

仏洱 f 今仏吧 /； /. （2.3.3）

（2） 若M为有限测度，则有fn^f fn^ /. -

（3） 设/nA/,则存在子列（九），使fnk当f. 

证（1）直接由定理2.3.4或定义2.3.1推出.

（2） 设fn寺了.由定理2.3.4,Vs〉0,有（2.3.1）式成立.于 

是由有限测度的从上连续性（定理1.3.4）知（2.3.2）式成立，故有 

fn浮几

（3） 由定理2.3.4（3）及上述⑴推得.

2.3.6注 ⑴定理2.3.5（2）中“今”部分通常称为EgorofF定

理.
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（2）设（2兀“）为一有限测度空间,fn.f为实值可测函数. 

则由定理2.3.4（3）及定理2.3.5（2）知，为要fn 4 /,必须且只需对 

（九）的任一子列（％）,存在其子列（/nJ,使九当

作为定理2.3.4（3）的一个应用，我们有如下的

2・3・7定理 设g为R"上一实值Borel可测函数，D为R讥 

的一子集.又设（/^）n>l为实值可测函数序列，子⑴为实值可测 

函数z = 假定盘）及严）在D中取值，且对I 9 S m,

卅4严）,则有如下结论：

（1） 设g在D上一致连续，则

g理），…，卅））6g（f⑴,…，肝））；

（2） 设9在D上连续，“为有限测度，则g（椚…肿）5 

gL⑴,…/（”））.

证 往证（1）.首先，由习题2.1.6及2.1.2知gC/讣），…/的）） 

为实可测函数.设何）为自然数列的一子序列，由定理224（3）,并 

利用对角线法则，可取（况）的子列（必），使得对每个口「S m, 
有冊瑋代）•由于g在D上一致连续，故易见

. 9（堪）,…，能））洱gb⑴，…,肝））・

因此 由定理2.3.4⑶知，g（M）,…/捫））与g（«r⑴,…/（"））. （1） 

得证.（2）的证明完全类似.

下一定理是数学分析中的Bolzano-Weierstrass定理的随机版 

本（见 Follmer-Schied: Stochastic Finance, Walter de Gruyter, 2002）.

2・3・8定理 设（Q,兀“）为一测度空间，（九）心1为值可 

测函数序列，liminf |/n| < oo,“・a.e.,则存在一 Rd值可测函数f n—>oc
和整数值可测函数的严格增序列％ t oo,使得

lim /an（u；）H = /H，片a.e. 3 W Q.
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证令 W = liminf\fn\,在零测集 \W = 00］上，令 am = m. 
、 moo

下面只在VT<oo上考虑问题.令a? = l,归纳定义 < 如下：

= inf {n > «m-l I I \fn\ ~ W\ < £}, TH = 2, 3,…

令严=liminf子証，«i = 1,归纳定义込如下：

金= inf{^| 此 > -f1! < ^}，m = 2,3,…

对。=2,…，d,定义fz = liminf子：°_1, a{ = 1,归纳定义辺如下： m—>OC am .

= inf {<_1 | <_1〉血_1，咯i 一尸I S £}, m = 2,3,… 

则f =（严，…，严）和％ ：=船分别为要找的Rd值可测函数和 

整数值可测函数.

习题

2.3.1设（fn）为一实值可测函数序列，则为要（九）a.e.（相应地，几乎 

一致或依测度“）收敛于某/,必须且只需（fn）为相应的收敛基本列.

2.3.2 举例说明：若“（Q） = oo,则“几乎处处收敛的序列不一定依

测度收敛.

2.3.3 设 fn A /,则有 liminf/n < f < limsup/n, a.e..
n~^°° n—>oo

2.3.4 设M为有限测度，则

* i+i/„ri + i/r*

2.3.5设（Q,尸）为一可测空间，（九）为一实值尸可测函数序列，它 

处处收敛于某实值函数f,则f也为尸可测.

2.3.6设（色尸）为一可测空间，AC Q,则A上的任一实值4 Q A 

可测函数可以延拓成为Q上的实值T可测函数.
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第3章积分和空间D

3.1积分的基本性质

在本节给定一测度空间(2严,“)•我们用S+表示。上厂可 

测非负简单函数全体，用C(相应地，©表示。上厂可测实值(相 

应地，数值)函数全体.令歹表示厂关于“的完备化，称歹可测 

函数为"可测函数.《+及込+则分别表示C及忑中的非负函数全 

体.

显然，为要才为“可测函数，必须且只需存在一严可测函数 

9,使得 f = 9, a.e..

首先，我们定义非负简单可测函数关于测度M的积分.

3.1.1 定义设 f =刀二 ailAi e S+,其中 % e R+,儿 e A.

易证fQ fdti不依赖于f的具体表达.我们称血应“为子关于“ 

的积分，通常，我们用//(/)简记L皿

下一命题列举了这一积分的基本性质.

3.1.2命题 设fn,gn,f,g都是s+中的元素，贝!J：

(1) = VAW 厂；

(2) “(of)=物⑺，Vq e R+;

(3) “(f+ g) = “(/*) + “(g);

(4) 子 s g 今 “(/) < “(g);

(5) fn J < OO 今“(九)J “(《/*);

(6) 九廿今 Z^(/n) t M(/)；



⑺ fn t,^n t, lim fn < Hm gn 今 lim /i(/n) < lim “(gjn—>oc n—>oc n—>oc n—>oc
证⑴—⑷显然•往证(5).令gn = fn- /,则9n e S+, 

I 0,且 “(gi) < zz(A) < 8.令

0 = sup{gi(3)I 3 € Q},

则Ve > 0,我们有

o S g?i S P^[gn>e] + e^[0<gn<e] S 0Z[gn>€] + e^[gi >0] •

由⑷得

“(gj < 0“(厶 > 4) + e“([gi > 0]).

由于[dn > e] 0,且 M(hi > 4) < “([gi > 0]) < oo個 “(gQ < oo),

故由测度的从上连续性知“(心> e]) ； 0.于是有lim “(gn) < n—>oc
€/z([gi > 0]).但e > 0是任意的，故有“(gj J 0.最终有M(/n)= 

“(％) + M(/) I “(f), (5)得证.

现证(6).若/i(/) = +~则M([/ > 0]) = oo.由于f只取有限 

多个值，故存在a > 0,使//([/ = 4) = oo.我们有[fn > |] t [/ > 

号],fn >舁[几〉号],故有

> 詈」呢“([九 > #])=荻(〃 > 自)=8.

于是卩(fn) t “⑺.若M(/) < OO,令gn = f - fn,则由⑸知 

“(gj J 0,故 //(A) = m(/)- “仏)T ⑹得证.

最后证明(7).先固定某个m,令hn = gnN /m,则hn € S+, 

仇n f An € s+,故由⑹知lim “仇n) = “(An).但hn < gn,从而 n—>oc
有lim “(gj > 于是最终有n—>oc

lim i(gn) > lim
n—>OC 7M—>oc

⑺得证.
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3.1.3注 在上述证明中，我们用到如下事实：对/ € 5+, < 

M（/） < X O M（［/ > 0］） < oo,但这一结论不能推广到一般非负可 

测函数.因此，我们未将其列为积分的基本性质.

借助于命题3.1.2,我们可以给出积分的一般定义.为方便起 

见，我们只考虑A可测函数情形.所有结果都可以改述为M可测 

函数情形.

3.1.4定义设/为一非负可测函数.任取fn € S+,使亢f 

儿定理1.1.8）,令

M（/） = lim M（/n）.n—>00

贝!J由命题3.1.2的⑷及⑺知，上述右端极限存在，且不依 

赖于序列（/n）的选取，我们称M（/）为f关于M的积分•有时也用 

fQ /弧表示M（/）«

现设f为一可测函数.令/+ = / V0J- = （-/） V 0,若

< a或M（r）< a,则称人关于“的股分存在•令

“⑴=“（严）一“（厂），

称m（/）为子关于m的积分•若m（/+）< 00,且M（r）< x（或者等 

价地，< 00）,则称f关于M可积（简称A可积）.

设C = f + ig为一复值可测函数 如果T和g都“可积，则 

称£为"可积.这时令必）=M（/） +讹（g）,称必）为£关于"的 

积分.

3.1.5注 设f e£,若子的积分存在（相应地，/为可积）, 

则对任何A e ^,flA的积分存在（相应地，flA为可积）.我们用 

fA用"表示Jq fl a卯.

下一定理列举了积分的一些基本性质.

3.1.6定理 设积分存在.

（1） Va e R,a/ 的积分存在，且 “（oT*） =
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(2)若f + g处处有定义，且m(/) + “(g)有意义(即不出现 

8 - oo),贝!j f + g 的积分存在，且有 M(/ + g) = M(/) + “(g)；

⑶ Im(/)I<m(I/I);
(4) 若N为一零测集，则耐In) = o；

(5) 若 f S g,a.e.,则 //(/) < “(g);
(6) 若 f e £+,则子=o, a.e.0 //(/) = 0；

⑺若 / E £+，且 //(/) < 8,则子 < 8, a.e.,且[f > 0]关于“ 

为”有限的.

证 ⑴-⑷直接由定义3.1.4推得 往证(5).令N=[f>g], 

则依假定认N) = 0,我们有

f = /Inc + f^N, 9 = gZ + f【Nc < gig

故由⑷知

M(/) = “(〃nc), “(g)=认ggc).

但由积分的定义易知认fZ < M(gW),从而有m(/) <
现证⑹.“今”由⑸推得，为证“《”，我们用反证法.假设 

m([/ > 0]) > 0.由于[f > 0] = UXi[/ >习，故存在某叫使 

m([/ > ^]) > 0.我们有 f>^[f>iv 从而

"⑺-扣心-弓)> °-

“V”得证.

最后证明⑺.设f e Z+.假定M([/ = +対)> 0,则由于 

f > ooZ[/=00],故 “(《/*) = oo,这表明 “(《/*) < oo => / < oo,a.e..此外 

有[/ > 0] = UXJ/ > 寺],“(M > 钊)< "⑺ < g 故 M〉0]关 

于“为<7有限的.定理证毕.

3.1.7系 ⑴设7*,g积分存在，且子=g,a.e.,则“(《/*)= “(g).

(2)设 f 为“可积，则 |/| < oo,a.e. •
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⑶设人g积分存在，且“Cf) + “(g)有意义，则f + g a.e.有 

意义

(4)设£g积分存在，且子S g,a.e.,则对一切4 G兀有 

“(仏)<

下一命题表明：在一定条件下，上述(4)的逆命题成立.

3.1.8命题 设几g积分存在，且对一切4€兀有卩(f“)S

(1) 若人g 可积，贝Uy*Sg,a.e.；

(2) 若“为<7有限测度，则f<g, a.e..

证(1)V4WA,由假定

m((/ 一 g)3 =吐Ha) 一 卩(g【A)< o.

特别，令 A = [f > g],则 Cf-g)B > o,故有“((子一g)B) > 0,从而 

由上式知 M((/ 一 g)O) = o,于是(/ 一 g)IA = 0, a.e.(定理 3.1.6(6)). 

由于在A上有f > g,故必须有“(4) = 0,即有f < g,a.e. •

(2)设“为<7有限测度.我们用反证法证明f < g,a.e..假定 

“(b < /]) > 0,令

An=\g < f 一丄]Q [|/[ < n], = [^ < m] D [/ = +oo],
TV

则[9 < f] = (Un如)U (Um 于是存在某"或®使“(4』> 0

或M(Bm) > 0.假定M(An) > 0,由“的<7有限性知，存在A C 

An, 使得 0 < “(A) < OO,这时有

这与假定fAfdfi < fAgdfi矛盾.若M(Bm) > 0,类似论证可导致 

矛盾，因此必须有f < g,a.e..命题证毕.
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3.1.9系 设几g积分存在，且对一切4 €厂有^/Ia）=

（1） 若几g 可积，贝（J / = g,a.e.；

（2） 若“为（7 有限，贝\\ f = g, a.e..

3.1.1举例说明命题3.1.8（2）中关于“的＜7有限性条件不能去掉.

3.1.2 证明系 3.1.7（3）.
3.1.3 设（九）为一列可测函数.若（/n）a.e.单调增（即Vn,/n ＜ 

fn+i a.e.）,则存在一处处单调增序列（gn）,使得Vn,/n = gn a.e..
3.1.4设（Q,兀“）为一有限测度空间，证明

n n

“（U Afe） ~ 52 "⑷）一工 Q 旳）,

fc=l fc=l l<fc<j<n

M（ Q ^k）=刀（-1）|/|-1/1（P| A）, 

fc = l r（Z{l,…,仇} iE/

其中|/|表示I中元素的个数.（提示：证明加＜ I^=1Ak + 

刀匕s和V =刀心1,…，町（一 1尸1 A U •）
— ~ fc = l

3.1.5 设E为一距离空间，3（E）为其Borel a代数，“与“为 

（E, 3（E））上的两个有限测度若对E上一切有界连续函数f有m（/）=讥门, 

则“ = "（提示：利用习题2.1.5.）
3.1.6设（0,卩）及（E,£）为两个可测空间，f为（Q鬥到（E,£） 

中的可测映射，“为（Q,尸）上一测度.
（1） 令“厂〔（A）= “（厂乂旳）,A € &则吋-' 为（£,£）上的测度（通 

常称为由f在（EQ 上导出的测度或f的像测度）.

（2） 设g为（E,£）上的可测函数，则为要g关于测度吋的积分存 

在（相应地，可积），必须且只需gof关于M的积分存在（相应地，可积）.此

外，这时有

/ go临
Jq =L
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（3）设尸“和分别表示尸和£关于“和1/的完备化，则子为 

（Q,严）到（E,刖）中的可测映射.

31.7设（Q,兀“）为一有限测度空间，在A可测实值函数全体构成 

的线性空间C上定义距离认扎g） = M（|/ - g|八1）,证明按此距离收敛等价 

于按测度收敛.

3.2积分号下取极限

本节我们将介绍有关积分号下取极限的几个定理（单调收敛定 

理，Fatou引理，控制收敛定理）.

3.2.1 引理设 /ner+,n>i,/e£+.

⑴若九 S /n+i,a.e.,Vn 2 1,且九咎 /,则 lim /i（fn）=
moo

“Cf）;

（2）若九 N /n+i, a.e. ,Vn > 1, fn —> 且 M（/i） < 则

lim /i（/n） = M（/）«n—>oo •
证（1）不妨设（九）处处单调增，且/nt/处处成立.对每

m
个弘令fn,7n € S+,使得fn,vn T九伽T 8）.令加=V Am,则 

i=l
-9m € S+, g祝T几且Sn S /m,故由积分的定义有

M（/） = lim “（gm） < lim “（九）.m—>oo m—>oo

但恒有 M（/） > “（An）,故有 lim M（/m）=m—>oc
（2）不妨设（亢）处处单调降，且fn^f处处成立.由于假定 

M（/l） < 8，故 ^（[/1 — oo]） = 0.令几=/n-^[/1<oo], / = /-^[/1<oo], 

则fn J A fn为实值可测函数.令gn = fi -兀,则g畀兀-子,故 

由⑴推知，“（％） f m（7i） 一 m（7）,即有“（九）=m（7h） I "（子）•证 

毕.

3・2・2 系 设 fn € r+,n > 1,则有 M（Ln 九）=Ln "（亢）•
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证令gn = EXi扎、g = EXi托,则9n t g,故有

n oo

“(g) = lim “(g』=lim =工
n—>oo n—>oo 厶— 厶—

i=l i=l

3.2.3定理(单调收敛定理) 设/n e£,n> 1,且每个fn的

积分存在，贝!1：

(1) 设(fn) a.e.单调增，且九T人a.e..若m(/i) > 一〜则f 

的积分存在，且

(2) 设(/n) a.e.单调降，且九T /, a.e..若“(办)< 8,则f 

的积分存在，且

证 先证⑴.由假定，a.e.单调增，f- a.e.单调降，且有 

fn 严，fn 厂.由于 fl 2 厂，且 M(/l) > fn > 

故M(r) < “(J7) < 8.从而f的积分存在，且由引理3.2.1知： 

M(/n ) t J "(厂)•因此有 M(/n) t ⑴得证.对

(~fn)应用⑴即得⑵.证毕.

3.2.4定理(Fatou引理)设/ne£,n>l,且每个fn的积 

分存在.

(1)若存在g €乙“(g) > -8,使得Vn > 1有九2 g, a.e.,则 

lim inf/n积分存在，且有
□ TOO

“(lim inf fn) < lim inf “(九).n—>oo n—>oo

⑵若存在g e忑,“(g) < oo,使得Vn > 1有fn < g, a.e.,则 

lim sup/n的积分存在，且有
□TOO

“(lim sup 九)> lim sup “(九).
n—>oo n—>oo

证 先证⑴.令 gn = inffe>n A,则 gn t lim inf /n,且 gi 2_ n—>oo
g,a.e..于是 “(gj N “(g) > —oo.故由定理 323⑴,liminf 亢的积
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分存在，且有

/z（lim inf fn） = lim “（g』< liminf “（九）.
n—>oo n—>oo n—>oo

⑴得证.对（-九）应用⑴即得（2）.证毕.

3.2.5定理（控制收敛定理）设 y 且/ € 亢兽子或 

fn A /.若存在一非负可积函数g,使得Vn > 1有|/n| < g,a.e., 

则f可积，且有lim M（/n）= “『）•
n—>oo

证 由于|力Sg,a.e.,故子可积.若f宀人则定理的结论 

直接由定理3.2.4推得.现设fn A f,则对（九）的任一子列（加, 

存在其子列（/nJ,使得加勢几见定理2.3.4⑶及定理2.3.5）. 

于是有nlim M（/n；） = “（/）.但子列（九,）的选取是任意的，故必须 

有 lim M（/n） = “（/）•
n—>oo

下面我们着手推广定理3.2.4及3.2.5.

3.2.6定理 设fne£,fe£,且九台子或九与几又设每 

个fn的积分存在.

（1） 若存在 9 e 乙 “（g） > -oo,使得 Vn > l,/n > ,a.e.,则 f

的积分存在，且有M（/） < liminf/z（/n）.□TOO
（2） 若存在 g E 乙 “（g） < oo,使得 Vn > l,/n < g, a.e.,则子的 

积分存在，且有 M（/） > limsup/i（/n）.
n—>oo

证 先证（1）.若f宀 f、则由Fatou引理立得 ⑴的结论. 

现设fn A /,则对（九）的任一子列（九，），存在其子列（/nJ,使得 

息当/.于是由上所证有M（/） < felim M（/nz）.但子列（如）的选 
取是任意的，故必须有M（/）< liminf ^（/n）,（l）得证.对（-九）应

n—>oo

用⑴得（2）.证毕.

下一定理是控制收敛定理的推广形式，其进一步推广见习题 

3.2.1.

3.2.7定理 设fn e 且九上n f或九与/•又设gn e
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C+,g € C+,且竺> g或弘与g.如果g及每个gn可积， 

“（g』T “（g）,且 |九| < ^n,a.e.,Vn > 1,则有 lim “（|九 - /|） = 0.
□TOO

特别有lim “（九）=M（/）«n—>oo
证 首先假定同时有fn —> A 9n ~~> g.令

hn = 9n + 9 — \ fn — f\i

贝!] hn > 0,a.e.,且人口台2g.故由定理3.2.6（1）得

2“（g） < liminf 卩（hj = 2“（g） - limsup/z（|/n 一 /|）.
□Too n-^oo

从而有lim Xl/n 一 /|） = 0.特别有n—>oo

|M（/n） - M（/）l < M（|/n - /|） T 0.

若同时有fn ■ fi9m与g，则hn A 2g,故由定理326（1）亦可推 

得本定理的结论.若fn —> fi9n ■ g,或亢与fl 9n 则与

定理3.2.6的证明类似可证lim M（l/n 一 /|） = o.
□TOO

3.2.8系（SchefK引理）设九/为可积可测函数，f宀化 

则 K\fn - /|） T 0,当且仅当 M（|/n|） T

证 必要性显然，充分性由定理3.2.7推得（令gn = \Ug = 

I力）•

3.2.9定理 设九/为可积可测函数，则下列二条件等价：

⑴ M（|/n - /|） T 0；

⑵九与人且“（I九i）t“（ie.

证（2）今⑴.设⑵成立.在定理327中令g口 = \fn\,g = |/|, 

即得（1）.现证⑴今⑵.设M（l/n - /|） T 0,对任给e > 0,令 

如=[\fn - f\ >打,则有

^An < \fn - f\lAn < \fn -几
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故有

lim e/i（^n） < lim M（|/n 一 /|） = 0. □Too n—>oo

这表明fn A /,此外，由于\\fn\ -|/| \<\fn -几故有

I M（|/n|） - M（|/|） |< M（|/n -力）T 0, 72 T OO.

⑴*（2）得证.

习题

3.2.1 设 fn, hn, gnf g C C、hn S fn S gn,a.e.,V?2 2 1.又设 

fn —> f 或 fn A f,gn —> g 或 gn A hn 丄工 /i 或 hn A h.如 

果 h,g,hn,gn 都可积，且 “（hn） T “（h）,y（gn） T p（g）,则 f 可积，且有

lim M（/n） = M（/）-（提示：不妨设 fn —> /, gn —> g, hn —> h.分别对 moo
fn - hn及弘- fn应用FatoU引理）

3.2.2 若在 3.2.1 中< /in < 0 < gn,则 lim M（|/n 一 /|） = 0.（提示：n—>oo
对 \ fn f\ 9n — hn g — h 应用定理 3.2.7.）

3.2.3设（/n）为一可测函数列.若卩沖）< 8或M（/n） < 

0则A a.e.有意义，刀暑I fn的积分存在，且有/n） =

3.3不定积分与符号测度

本节内容有：符号测度的Jordan-Hahn分解，测度的绝对连 

续性及奇异性，测度的Lebesgue分解及Radon-Nikodym定理， 

Vitali-Hahn-Saks 定理.

3.3.1引理 设fee,且/的积分存在.令

巩4） = “/。）， （3.3.1） 
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则"为厂上的。可加集函数，即有

{An, n > 1} C T7, An A Am = 0, n m => 巩刀 An)=刀巩如).
n n

(3.3.2) 

此外，令

z/+(4)= “(严6), z/"(A)=认广 I a), 4 € 厂， (3.3.3) 

则 心-为(Q,厂)上的测度，其中之一为有限测度，且有卩= 

Z/+ _

证 令",k如(3.3.2)式所定义，由系3.2.2知，z/+及 

八 为厂上的测度.由于f的积分存在，我们有“+⑸)V oo或 

厂-⑶)< oo.于是”+ -厂一在厂上有定义，且为厂上的。可加集 

函数显然有2 = I/+ - 证毕.

3・3・2定义 设(Q,厂)为一可测空间，厂为厂上的一。可加 

集函数，称U为符号测度•设(他厂，“)为一测度空间，fee,且 

f的积分存在，则由(3.3.1)式定义的符号测度厂称为f关于“的 

不定积分，并记为u = /-M-
设卩为厂上的一 <7可加复值集函数，称丄为复测度.这时U 

的实部和虚部均为实值符号测度.

3.3.3注 设少为⑶丁)上的一符号测度，则或者-oo < 

巩4) < oo(VA e厂)，或者一8 <巩4) < oo(VA e厂).事实上，如 

若不然，则存在4 €厂,3 G厂，使儿4) = +00*9) = —g我们 

有 AUB = (A\B)UB = (B\A)UA,依假定，有

U B) = y(A \ B) + 叭E),

为了使第一个等式右边有意义,必须有\ B) < oo.为了使第 

二个等式右边有意义，必须有\ A) > -oo.这时分别从两个 
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等式得i/(AuB) = -oo,i/(AUB) = oo,这导致矛盾.此外，必有 

i/(0) = 0.

由引理3.3.1知，不定积分这一特殊的符号测度可以表示为两 

个测度之差，且其中之一为有限测度.下一定理表明：这一结论对 

一切符号测度成立.

3.3.4定理(Jordan-Hahn分解定理)设厂为(0丁)上的一 

符号测度.对4€兀令

厂+(4) = sup{z/(B) \ B C A, B e T7},
(3.3.4) 

厂(4) = sup{-巩B) | B C A, B e T7}.

则”及k为测度，其中之一为有限测度，且有厂=”+ _此 

外，存在y使得

1/+(4) = u(A n D), I/-(A)= 一巩4 D Dc). (3.3.5)

证 不妨设巩4) > ~oo,VA € F 令i/+严-如(3.3.4)式定 

义.首先，我们证明存在DWF、使得

A € C D => i/(A) > 0, A C Z)c => 巩4) < 0. (3.3.6)

为此，令

^={BGT7|z7+(B) = 0},

则B = {Be^\iC C凡C CB, z/(C) < 0}.易见B对可列并运算 

封闭.此外，设 BeB,Ge^,GcB,则GWB.令禺 

使

lim 叭Bn) = inf{r/(B) I B e B}=/3,n—>oo

则有Un € 5,且有

0 < 巩U = "(Era) + ”(U En \ Bm) < TTl > 1,
n n
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故巩LL 禺)=0.令：D = (Un 则 DC € B, "(DC) = 0,于是由

B的定义知(3.3.6)式的第二个蕴含关系成立.

再证(3.3.6)式的第一个蕴含关系成立.我们用反证法.假定 

存在Ae ^AC D,使< 0,我们断言：必有"(4) > 0. 

事实上，若 "(4) = 0,则A € B,故4 U Qc w 3.但有 巩4 U 

Dc)=巩4) + i/(Dc) < "(D。)= 0,这与0的定义矛盾.因此必须 

有"(4) >0.由"的定义知，存在41 € C儿使得

心)> ~(^+(X) A1) >0.

这时，A\ Ai C D,u{A \ A±) = z/(A) 一巩仏)< 0,因此由上所证 

知"(4\4i)〉0.由归纳法，存在儿1€卩,41(=。严21,使得 

缶<=4\眾二从且有

n—l
巩竝)2厅［/ 3 \工血)八1］〉。・ (337)

k=l

由于“(4) < 0,且有

OO OO

巩4)=巩4 \ 刀 Ak) + 工 1/(血). (3.3.8)
Zc=l k=l

故刀豎1巩血)< 0特别有 血y{Ak) = 0.因此由(3.3.7)式得
Zc—>oo

n—l
lim i/+(4 \ 刀 Ak) A 1 = 0,

fc=l

从而有lim屮(4\以二血)= 0.由于"(4\lXiGS+G4\ 
n—>oo

EZi^k\n>l,故有血)=0.因此，由前面所证， 

必须有儿4 \刀亀血)> 0(否则有屮(4 \ 5X1 Ak) > 0).这样 

一来，由(3.3.8)式知巩4)〉0,这与假定儿4)< 0矛盾.因此， 

(3.3.6)式的第一个蕴含关系成立.
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现在证明定理的结论.设A,则

巩 3) + 巩(4 \ B) n D)=巩(4 nD)u B)

= i/(AnP) + z/(BnDc).

故由(3.3.6)式知火B) < iy(A Q D),从而有卩+(4)=巩4 Q 同

理可证= 一儿< A DJ因此，”+及八为(Q严)上的测 

度，且厂一(Q)= -巩DO < g,此外有!/ = “+- I/-.定理证毕.

3.3.5注 ⑴我们称v的分解v = v+ -y~为厂的Jordan分 

解严+及卩一分别称为u的正部及负部;称Q的分解^1 = DUDC 

为u的Hahn分解.Hahn分解不一定唯一.

(2)令»| = ”+ +厂，称网为"的变差(测度)，称M(Q)为u 

的全变差，记为IMIvar.若M为b有限测度，则称"为(7有限符 

号测度.

、⑶设为一符号测度，^1 = DUDC为其Hahn分解.令 

h = Id - Ids则人关于\u\及v积分存在，且厂=妇儿»| = h.u.

3・3・6命题 设”为⑶丁)上的符号测度 则卩在厂上达到 

其上、下界.确切地说，设^ = DUDC为其Hahn分解，则

叭D) = sup{i/(B) | B e 厂}, i/(Pc) = inf{i/(B) | B e A}. (3.3.9)

特别，实值符号测度必然为有界符号测度.

证设毗几则由定理3.3.4知

巩8) = /(B) — < “+(£) < z/+(Q) = z/(P),

巩B)=少+(3) — 厂(B) > > 一1/一(0)=叭D)

由此推得(3.3.9)式.

下面我们引进测度的绝对连续性及奇异性概念.

3・3・7定义 设仪山2为(Q,厂)上的两个符号测度.如果
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4 € 兀 |T(4) = 0 => = o, (3.3.10)

则称关于巾绝对连续(记为^1《巾)・若Y《巾且巾《^1, 

则称Y与巾等价，记为4〜巾.若存在N&凡使得M|(Nc)= 

0, »2|(N) = 0,则称々与巾相互奇异(记为血丄巾).

设卩为0F)上的一符号测度，若N&凡使得»|(“c)= o, 

则称N为“的支撑.一般说来，支撑并非唯一确定.

由上述定义知，《少2 O凡"2的支撑必为^1的支撑； 

丄巾。/与U2有不相交的支撑.

3.3.8注 ⑴由(3.3.4)式易知，(3.3.10)式等价于如下条件：

Ae J7, »2|(4) = 0 今 i/i(A) = 0. (3.3.11)

(2) 设仪《且丄◎则^1 = 0(即对一切A e J7,有 

々(4) = 0),此外，恒有丄0.

(3) 设U为一符号测度，忑若f关于"的积分存在，则 

f.u《"

3.3.9引理 设(Q兀“)为测度空间，人为一非负可测函数， 

令 g 表示人关于“的不定积分(从而h.fi为一测度).设ge£, 

则g关于h.fi的积分存在，当且仅当gh关于“的积分存在.这时 

有
]gd(h.^L)= / ghd/i，\/A € 只 (3.3.12)

证 首先，设g为非负简单函数，则由h.y的定义知(3.3.⑵ 
式成立 于是由积分的单调收敛定理知，对一切9€忑+,(3.3.12)式 

成立.由此立刻推得引理的结论.

下一定理表明：任一。有限符号测度卩总可以唯一地分解为 

关于另一。有限符号测度“的绝对连续部分和奇异部分之和.
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3.3.10定理 设“与少为(Q鬥上的两个<7有限符号测度, 

则u有如下唯一分解(称为Lebesgue分解)：

1/ = “S + “C , (3.3.13)

其中仏丄此外，仏及“C均为<7有限的，并且存在 

Ne^geC,使得 |/i|(7V) = 0,仏⑷= ys(AD N), g 关于 |“| 的 

积分存在，々为g关于“的不定积分.

证 首先不妨假定“为测度(否则以|“|代替“),且“⑶)> 0.
OO

这时由“的C7有限性知，存在Q的一个可数划分Q = Z ^n,使
n=l

得？1口 G T7,0 < “(Ai) < oo, Vn > 1.令

则h处处严格正，且“(防=1.令％ = h.p,则/I为测度，且 

E(Q) = 1.由于％与“等价，故由引理3.3.9知，可以％代替“来 

证明定理的结论.因此，不妨设“为有限测度.

下面先假定"也为有限测度.令

H = 仁忑+|V4 詁 / hdp. <
Ja

设h\、li2 W比h = h\V碣则

/ hdfi = / h^dfi + / 憋如
丿A 丿4门[人1》人2] 丿

S Pl [hi > 民])+ "(4 n [hi < ^2])=巩4)，

这表明n对有限上端运算封闭.现设hn g,使得

sup { / hd/j, I h E
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则由积分单调收敛定理易知geH.令

仏(4)=巩4) 一 / gdA € J7,

则仏为一有限测度.往证"S丄“.令Q = Z?n + 为符号测度 

仏一协的Hahn分解，则对一切4 €卩，

vs{A n Dn) > n_1/i(A D Dn) = n_1 1。念“

于是VAe^有

(g + ni/Djd“ < gd“ + vs{A A < 巩4),

这表明 9 + n~rIDn € H.但另一方面 “(g) = sup{/!(/i) \heH},故 

必须有“(6)=0.令N = Un^n,则“(N) = o.此外我们有(注 

意仏一詡)(必)S 0)

仏(W) < < 宀(氐)< T 0 仇 T OO),

这表明仏丄“.令

仏(4) = / gd/n,

则々《“(见定理3.1.6⑶).此外，由于g为“可积的，故g可取 

为实值可测函数.

现设"为。有限符号测度.为证定理结论，不妨假定厂为/ 

有限测度(否则分别考虑屮及厂).取Q的一个可数划分Q = 

刀允缶，使得如 e 7. v{An) < oo,n > 1.令诃(4) = iy(A D An),则 

每个产为有限测度，故由上所证，诃有如下分解：
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其中吟丄“，唸《“,且存在非负实值可测函数gn,使得啜=gn・“・ 

显然，弘在上可取为0,令

Us =工以仏=2屹，9 = y^9n,

n n n

则有us丄“,％《山％ = g•“，且(3.3.13)式成立 V的分解唯一

性容易由注3.3.8(2)看出.定理证毕.

设“为一测度，"为某fee关于“的不定积分，则厂关于 

“绝对连续(见注3.3.8(2)).下一定理表明：若“为。有限测度， 

则逆命题成立.

3.3.11定理(RadomNikodym定理)设(Q』)为一可测 

空间，“为一。有限测度，U为一符号测度(不必为<7有限).如 

果丿关于“绝对连续，则存在一关于“积分存在的可测函数g,使 

得"=g.“.此外，g在“等价意义下是唯一的(称gi,g2为“等 

价的，是指^[91丰92]) = 0),为要g为片a.e.有限，必须且只需 

"为”有限的.

证 若“为。有限符号测度，则由定理3.3.10立刻推得本定 

理结论(因为这时由注3.3.8(2)知(3.3.13)式中的仏=0).为证定 

理，不妨设u为测度(否则分别考虑才及“-),且巩Q) = oo.此 

外由"的(7有限性及引理3.3.9知，不妨假定“为有限测度(参看 

定理3.3.10证明的开头部分).令

q = {C 巩C) < oo},

显然0对有限并运算封闭.于是存在cne^cntc,使得

“(Q) = sup{“(G) | G € $}. (3.3.14)

令

=叭E A C), /(B)=叭B n Cc), B 話 
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则/为。有限测度，且以《“,故存在非负实值可测函数g‘，使 

得以=另一方面，由g的定义及(3.3.14)式知

I1(B n cc) > o => I/(B n cc) = oo.

因此，若令 gff = (+oo)/cc,g = " + g〃，则 y,r = g〃.“，v = g.“.定 

理的其余结论显然.证毕.
3.3.12定义 我们用篇表示定理3.3.11中的g(它在“等价 

意义下唯一确定)，并称第为"关于“的Radon-Nikodym导 

数.

3.3.13定理 设(Q,兀“)为一 <7有限测度空间，z/为尸上 

的一符号测度，且令g €込,则g关于“积分存在，当且 

仅当g尙关于“积分存在，并且这时有

证 若卩为测度，则定理的结论由引理3.3.9推得.现设厂为 
符号测度.令h = g監,则

设g关于"积分存在，则g关于"及厂积分存在，且"(g)-Q(g) 
有意义.于是9赛~及g%r关于“积分存在，且有

于是有
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由于“+(g)-k(g)有意义，则必须有“(&+) < 8或“(犷)< 8(请 

读者自行验证这一事实).因此人关于“积分存在，且 M = 

"(g)-厂(g)=巩g).对giA应用这一结果即得(3.3.15)式.反 

之，设人关于“积分存在，则“仇+) < oo或“仇一)< oo,由此可 

推知g关于“+及“―积分存在，"(g)-八(g)有意义(即9关于 

u可积)，且叭g) = 对giA应用这一结果即得(3.3.15)式.证

毕.

3.3.14定理 设(Q”)为一可测空间，“及厂为厂上的两 

个。有限测度，。为厂上的一符号测度.如果炉《7《山则

炉《且有
d甲 dtp du

d/jb dv dfj,'
“ 一a.e.. (3.3.16)

证 显然有Q《“，故由定理3.3.13,对V4G厂,有

dtp du」 =L =炉(4)=
ay

于是由系3.1.9(2)知(3.3.16)式成立.

下一定理称为Vitali-HahmSaks定理我们将在下一节和

7.4节中用到这一定理.

3.3.15定理 设(Q鬥为一可测空间，(S)为其上的一列有

限符号测度.令入为一有限测度，使得对一切n>l,有s《入(例 
OO 1

如令入=若莎币詡从其中也訓表示S的全变差，曲为 

%的变差测度)•如果对每个4 €兀极限11(A) = lim s(4)存在 
n—>oo

且有限，贝小

(1) “为一符号测度；

(2) supjlsll < oo;

(3) 对任给e>0,存在7/>0,使得

4 € 兀 A(A) < 77 => sup < e.
n
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证 令①表示沪(2厂，入)中由厂可测集的示性函数等价类所 

成的子集，则①是闭集.从而作为子空间，①为完备距离空间. 

设Ae^令4表示4所相应的等价类，我们用厂表示厂中元 

素等价类全体，则(厂,d)为完备距离空间，其中

= A(AAB).

设Q > 0,令

Lj = {A e ^|Vn > j,m > 久血(4) 一 Mm(A)| < a},

由于函数A T Mn(A)在F上连续，故Lj为闭集 显然UjS = 

厂(因对一切A e ^,Mn(A)收敛).由Baire定理(见定理5.1.27),存 

在某久使5有一内点A,即对某> 0,有

B € A(BAA) <h=> |s(B) — < Q,Vn > j,Vm > j.

取0 使得(见习题3.3.3)

C CA、A(C) <rj=> |m|(C) < i = '，••• j

对于口 2久我们有

|Mn(C)| < 血(4 UC)-Mn(A)| + 血⑷ C) - s(4)|

< 血(4 u C) - 呵(A U C)| + \^(A U C) - MJ (A) I
+ - Mn(^)| + |“n(4\C) - “j(4\C)|

+ l“j(4\C) - “j(4)l + - S(A)|.

于是 A(C) < 7/ => supj“(C)| < 6q.从而由习题 3.3.7 知：A(C) < 

耳今supJ“』(C) < 12a,由此立刻推得⑶(令Q = “⑵.

下面我们证明(2).我们将空间Q分为有限多个入测度 > 习的 

原子及有限多个入测度< rj的集合.由于《入故入的原子必 
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为每个|Mn|的原子 于是在入的原子集4上有血|(4) = |Mn(A)|, 

从而supn |Mn|(A) < 8.由此并利用前段的结果推得⑵的结论.

'最后，“在厂上显然是有限可加的.现设禺€厂,氐/0,贝！] 

入(Ek) T 0,从而由⑶知“(EJ T 0.由此推知“是(7可加的，故 

“是有限符号测度.证毕.

3.3.16系 设(Q,穴“)为一有限测度空间，&€厶乂昭兀“),口二 

1.若X €厂,心扁血的极限存在且有穷，则存在唯一的£ e 

L'0W 使

lim / 爲 d“ = / 辺山 A e J7.
心°° J a J A

习题

3.3.1设u为一符号测度，f关于2的积分存在(见注335(3)).贝I」 
对一切A €尸,fIA关于u的积分存在，且A T 定义了尸上的一

符号测度(记为3).

3.3.2设1/及“为两个符号测度，f关于2的积分存在.若“《“ 

(相应地U丄“)，则J.V《“(相应地，f.v丄“).

3.3.3设0,凡山为一测度空间，"为厂上的一有限符号测度.则 

下列二断言等价：

(1) “《“；'

(2) V& > 0,35 > 0,使得 A W 尸,“(A) < 5=> |p|(A) < £.
3.3.4举例说明定理3.3.11中“的”有限性假定不能去掉.(提示： 

令Q = [0,1],尸={4 G [0,1] 14或A。为至多可数集}.)

3.3.5设“及“为两个”有限测度，则为要1/必须且只需存在 

可测函数 g ： 0 < g(w) < oo, Vw € Q,使得 u = g.(jL.

3.3.6设mi,M2为可测空间(Q,厂)上的有限符号测度，令

Mi v M2 = Mi +(M2 - “i)+, Mi A M2 = Mi -(Mi 一 “2)+,

则Mi V /12为满足> Mi且"» “2的最小符号测度A “2为满足 

"S円且"S "2的最大符号测度“
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3.3.7 设“为(Q,F)上符号测度，则 IlMllvar < 2supa討 |“(4)|.若 

"(d) = °，则 M 为有限符号测度，且有 ||“||var = 2sup>iejr |/1(A)|.

3.3.8设E(Q,尸)表示Q上有界7•可测函数全体，表示 

(。,厂)上有限符号测度全体.对f € B(Q,鬥，令||/|| = suPwGfi 1/MI,

(1) 3(Q,鬥按范数|| • ||为一 Banach空间(完备赋范线性空间).

(2) 设 “ 令 I心=“(f) J W 3(0,鬥,则“为 B0、F)

上的一有界线性泛函，且有\M = ||M||var.(提示：设Q = DUD c为“的 

Hahn分解，令f = ID- Id考虑“(力.)

(3) 按范数 || • ||var 为一 Banach 空间.

3.3.9 设“为(Q,尸)上的测度，A和/*2关于“的积分存在，则 

A /2-M = (A A /2).M； A-M v /2-M = (A V 才2).“•

3.4空间厶卩及其对偶

设(Q,厂,“)为一测度空间.对任一 P：0<p<oo,我们令

LF0丁加= {fe < oo} (3.4.1)

(简记为叫其中C0F)表示Q上厂可测实值函数全体.设 

人g e ^(Q,^7),如果f = g,片a.e.,称子与g是“等价的.今后， 

我们将LP中a.e.相等的元素不加区别，即把LP视为按“等价关 

系所作的商空间.令

\\f\\p = MP)^ (342)
I

我们将证明：对P N 1,山,II- ||p)为一 Banach空间(见定理3.4.5). 

首先，我们建立空间LP的一些基本不等式.为此，我们需要 

如下两个分析不等式，其证明可在任何一本数学分析书中找到：
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设a, 6为实数，r > 0,1 <p,g < oo,且丄+丄=1,则有

\a + b\r < max(l,2r_1)(|a|r + |6|r), (3.4.3)

(3.4.4)

3.4.1 定理 设 f,g G > 0,1 < p, g < oo,且丄 + 丄=

1,5 > 1.则有

M(i/+^r)<crM(i/r + Mr), 
刈购)< \\f\\P\\g\\q. 

\\f + g\\s<\\f\\s + \\g\\s.

(3.4.5)

(3.4.6)

(3.4.7)

其中 Cr = max（l,2^1）.我们分别称（3.4.5）式、（3.4.6）式及（3.4.7） 

式为G不等式、Holder不等式及Minkowski不等式 对p = 

q = 2情形，（3.4.6）式亦称为Schwarz不等式.

证（3.4.5）式可直接从（3.4.3）式推得.现证（3.4.6）式.不妨 

设 \\f\\p < ll^lh < OO,令卩=f/\\f\\p^ = 9/\\g\\qi 则由（344） 

式得

< ^，P）' “（W）1「1 1

此即（3.4.6）式.

最后证明（3.4.7）式不妨设口",由（3.4.5）式知f+g e Ls,

且当s = 1时（3.4.7）式成立.现设s〉1,我们有

/ \f + g\sd^ = / \f + g\ \f + g\s~rdp.

< / + + / 1^1 \f + g\s~1dfi.

令J〉1使1 + 1 = 1,对上一不等式右端应用（3.4.6）式得（注意
S S
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s'(s — 1) = s)

/ |/ + ^IW< 11/114 / 厅 + 外如)i/s‘

+ llg||s(/|f + gfd“)5 ,

由此立得（3.4.7）式 证毕.

3.4.2定理 设（Q,兀“）为一概率空间，炉为一连续凸函数（即 

Vq : 0 < q < 1, Va?, 9 € R,（f（ax + （1 — a）y） < + （1 — a）（^（7/））,

又设f W厶i（Q,兀“），则心关于M的积分存在，且有

炉（“（门）< “©（门）. （3.4.8）

（3.4.8）式称为Jensen不等式.

证令0表示炉的右导数，则血,9 W R,有

03）0 -x） < 卩（9）一 炉仗）.

于是有

0（“（门）（才一 “（门）< 卩（门—炉（“（/））,

两边关于M积分即得欲证不等式.

3.4.3 定义 设 r>0,{/,/n,n>l}c D.如果 M（|/n —用）T 

0® T oo,则称（几）刀欠平均收敛于几简称（九）D收敛于/）,或称 

（九）在“中强收敛于人记为fn仝/.

显然，口收敛的极限是唯一确定的（在“等价意义下），此 

外，攵敛蕴含依测度收敛.事实上，设£〉0,则
丿

“（|九一力 n £）= “（|fn - f\r > 8，） < —M（|/n 一 /D-
£

3.4.4引理 设r>0JneL\n>l,则为要（九）77收敛于某 

f e u、必须且只需（九）为u收敛的基本列.
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证 先证必要性.设仁监人则由(3.4.3)式得

\fn — fm\V S Cr(\fn — /T + l/m — f

故有lim M(l/n-/mr)= 0.往证充分性.设(九)为U收敛基本 
n,m—yoo

列，则易知fn为依测度收敛的基本列，故存在/er,使九.几习 

题2.3.1).于是由Fatou引理知

M(|/n - /D < lim M(|/n - /mT),
mToo

从而有lim M(l/n - /|r) = 0,显然有f G U.证毕.
nToo

3.4.5定理 设p > 1,贝I」(厶卩，|| • ||p)为一 Banach空间.

证 首先，由定理3.1.6(6)知，||力|p = O0f = O,a.e.,此外， 

对任一实数8有\\af\\p = \a\\\f\\pj故由(3.4.7)式知|| • ||p为厶卩 

上的一范数.再由引理3.4.5知，(厶卩,||・||卩)为一 Banach空间. 

证毕.

3.4.6定理 设p二1,{£九⑴> 1} C R则下列二条件等 

价：

⑴ \\fn - f\\p T 0 ；

⑵ fn A /, ||/n||p T ||/||p.

此外，若 fn /, ll/nllp T ||/||p,则也有 \\fn — f\\p T 0.

证(1)今(2)显然.由于

|/n-/|P<2^-1(|/n|^+|/r)7

故由定理3.2.7推知(2)*(1)及另一结论.

下面我们研究空间厶卩的可分性，为此，先证明一个引理.

3.4.7引理 令S(Q,T)表示Q上的厂可测简单函数全体， 

设P> 1,则S(Q,T) Q厶卩在厶卩中稠密.
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证 设 f 5，由定理 2.1.8 知：存在 /ne5(fi7^)J/n|<|/|, 

使得lim fn = f.于是fn e中且\fn - /r < 2引护,故由控制收 n—>oo
敛定理知 M(|/n — /|p) T 0(n —> oo).证毕.

3.4.8定义 设(Q,兀“)为一测度空间，称丁为"可分，如 

果存在一可分的厂的子。代数兀，使VA e € %、满足

= 0.

3・4・9定理 设为一测度空间，“为0有限测度 

则下列断言等价：

⑴厂为“可分；

(2) 对一切P>1,Lp为可分Banach空间；

(3) 对某个p> l,Lp为可分Banach空间.

证 ⑴今(2).设尸为“可分，令兀为Q上的一可分(7代 

数，使得天U兀且VA €厂,孙W天，满足m(AAB) = 0.可以假 

定存在Q的一个可数划分：Q = EnAn,使得An e幷),M(An) < 

oom = l, 2,…，由定义127知，存在一代数£c^o,其元素个数 

至多可数，使得Ane£,n> 1,<7(£)=兀.令

n
H = {刀%1比，民w厶%为有理数,1 < i > 1}.

i=l

由习题1.3.4知，对一切p>l,H在S(Qy)Qb中按厶卩范数稠 

密，从而由引理3.4.7知，兀在厶卩中稠密.但兀的元素为可数多 

个，故厶卩为可分Banach空间.

剩下只需证(3)*(1).设对某个p > l,Lp为可分Banach空 

间，则存在LP的一可数稠子集兀.令兀=(7仇)(即尺为使H中 

元素为可测的最小。代数).则显然幷)为可分。代数，且凡U1F. 

现设4 €兀且“(Q < oo,则IA e "于是存在fn e K使 

fn IAi 特别有 fn — I A-令 Bn = [^ < fn < 鲁]，则 Bn W 兀，且 

Bn/\A C [|/o — ^a\ 2 |]-故有 M(BnAA) T 0(ti t oo).即 I^n 与
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于是存在子列（B小 使IBnf当 0.令E = limsupBn，,则 
nf Toe

B C且Tb = I A, a.e.,即^（BAA） = 0.由于“是cr有限的，于 

是我们证明了厂的“可分性.

3.4.10注 定理中关于“为<7有限的条件不能去掉.例如： 

设Q = R,丁 = 3（R）,对4 W兀令“（4）表示A中元素个数（若4 

含无穷多个元素，令“（4） = 8）,则30" 不可分（请读者证 

明这一事实）.

作为定理3.4.9的一个推论，我们有

3.4.11定理 设（QT）为一可测空间，“为其上的一 <7有限 

测度，若庐为“可分，则庐的任何子<7代数也为“可分.

证 设g为厂的子b代数，则Lgga可视为厶i（q,兀“） 

的子空间.依假定，厂为“可分，故由定理3.4.9知厶1（2兀“）为 

可分.因此作为它的子空间亦可分，再由定理349 

即知g为“可分.证毕.

下面我们定义空间“°（2厂,“）.

3.4.12定义 设（Q,兀“）为一测度空间，令fwGQT）,称 

f为本性有界的，如果存在非负实数5使得m（［|/I > c］） = 0,我们 

用兀“）表示本性有界可测函数全体.设f W护 

令

||力|x = inf{c > 0 | “（［|川 > c］） = 0}.

下一定理的证明是不足道的.

3.4.13 定理 || • ||oo 是 上的范数，0°°（Q,兀“）

按范数II • lloo为一 Banach空间.

设X为一赋范线性空间.若才为X上一有界线性泛函，令

Ep屮的, 
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称\\f\\为f的范数.熟知，X上的有界线性泛函全体按上述范数 

构成一 Banach空间，我们称它为X的对偶空间，记为X*.下面 

将研究的对偶空间L叫Q，D*.

3.4.14 定理设 1 < < a冷 + 寺=1,则 L","* 与

保范线性同构：设g w D(Q,丁令

爲⑴=必巾)，f e 中(3.4.9)

则 Tg e T Tg 为 到"(Q丁,“)* 上的一

对一映射，且||g||q = II爲

证 设g W厶q(Q,兀“)，由Holder不等式知，(3.4.9)式定 

义了厶卩(2兀“)上的一有界线性泛函爲，且||爲|| < |M|g.往证 

11^11 - IMk-不妨设胁聽〉0,令

f = bf 一峰11@),

其中 sgn(>)为龙的符号，即 sgn(>) = Z(o,*)0) —/(—*,o)3).由于 

(q — [)p = q,故有 W = \\9\\l 从而

爲(门= “(|gf)R|g 隅= ||gM|g 隅 t

'-IMkll/llp.

这表明\\Tg\\ > ||g||q,从而最终有11^11 = Ibllq.显然g — Tg为 

厶q(Q,T,“)到厶中的线性单射.剩下要证明它是满射.

设Tw厶叫。,丁,“)*,欲证存在g e D(Q/,“)，使為=匚为 

此，令Q - {A w厂|“(4) < oo},对每个4 W G令

Ta(门=

则 Ta e "(Q,兀“)*,且 \\Ta\\ < ||T||.令

^a(B) = Ta(Ib) = T(IAr}B), ^a(B) = “(4 n B), B e F、
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则以为(2㈢上一有限符号测度，且以《MA.令gA =

贝U显然有 gA^Ac = O,a.e..下面证 gA € “)，且 T9A = TA.

为此，令 Eg = [\gA\ < n]Q A,则弘 f 4 •记几=9A^En,则 

hn e "(Q,F,“)，且对一切f e厶卩(Q,兀“)有

Thn(f)=认了 h,= “(力4%°) = /M(g4〃En)

=以(〃eJ = TA(fIEn} = TAnEn(f} = TeM・

这表明Thn=TEn,于是有

也訓厂闵j =忆E j S阿.

由于 hn T gA,故由 Fatou 引理知 \\gA\\q < ||^||,从而 9a W 
"(Q尸屮).于是有

TgA(f)=卩(9A>f) = — ^A^f) — Ta(/)-

这表明T9a = Ta.特别，我们有||g川|q = ||Ta||：下面我们将证 

明存在 g e Lq(Q,W 使 Tg = T.设 4 U B.A.B e g,易见 

\\Ta\\ < \\TB\i且gBlA = g4,a.e.,于是可取缶W /缶仁使得

sup||7XJ|=sup{|d|||4wg}.
n

令 g = lim gAn a.e.,由于 ||^An||g < 忆||,故由 Fatou 引理知 n—>oo
g e 20 W 现证Tg = T.令4 = Un^n,则对任何f e 

兀心我们有

Tg⑴=“(fg) = lim 吐fgAj = lim TAn(f)
nToo mToo

=lim T(fIAn) = T(f3・
Tl—^OO

因此，为证Tg = T.只需证明r(/zAc)= oyfe厶q(Q,兀“).我们 

用反证法，假定存在某f e厶卩仇兀“),使得T(fiAc)黑o.令= 
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[\f\ >寺]则“(DJ < ~且由控制收敛定理知fIDn监fIAc, 

故存在某 使 T(/IPno)非 0,即 TDno (/)丰 0.于是 ||TPno|| > 0. 

令 Cn = AnU Dno,则

ll^n\\q = \\dcn\\l — \\9An + 9DnQ Hq

=巾如隅+肋6。隅=何恥『+忆6。『

(这里用到如下事实：4仇Q Di。= 0今9An + 9DnQ — 9cn, a.e.).因 

此有suPn IITcJI > supn IITaJI，这与(缶)的选取矛盾.证毕.

上述定理表明：如果1 < < OO,豈+寺=1,我们可以将

厶q(Q,兀“)视为LP(Q，D 的对偶.下一定理表明：如果"为(7 

有限测度，则Ln)可视为厶i(Q,兀Q的对偶.

3.4.15定理 设(Q,尸,m)为一。有限测度空间，则L",兀“)* 

与 沪(Q—“)保范线性同构，其同构映射为：设 

令

爲(门= “(〃)，

则 Tg e — Tg 为一对一满射，且 ||g||oo = ||砌.特

别有 11/^111 < IMMI/II1.

证 设 g w D°(Q,兀“)，易见 Tg c 厶 1(Q,T,“)*,且 II為II < 

ll^lloo-要证 11^11 = \\9\U 不妨设 IMloo > 0.则对 Vs: 0 < ^ < 

Halloo,我们有 “(|g| > Halloo 一 可〉0.给定 £〉0,取 4 U [|g| > 

ll^lloo 一可，使 o < “(4) < OO•令 / = TASgn(g),则 f 

且有

ll/lli = M(l/I) = “(4),

%⑴=“(％) = “(OM) > (IMloo 一 莎(4).

这表明ll^ll > IMIoo-s.由于8 > 0是任意的，故有忆II > ||g||p 

最终有 11^11 = IMIoo.
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现设f €厶i(Q,T,“)*.往证存在g e 使爲=f.

令g = {4 W ^Im(a)< 00},由于假定“是(7有限的，故存在 

An e G使缶f Q•令

f(E) = T(IAnnB},(in = fi{An n B), Be,

并令 9n =石产则显然有 9n G L1(Q,T7,/i),且对 f E L1(f2,77,/i) 

有

T/U ⑺=T(fIAn) = ^n(/) = 9n)=爲心)•

由于 Halloo = \\TaJ s linisfg,",故 g w 且有

爲⑴=“(fg) = lim “(％J = lim T(/ZaJ = T(/),
n—>oe n—>oo

即有Tg = T.证毕.

注 定理3.4.15中关于“的<7有限性的假定不能去掉.例如 

令Q = R, 丁 = {4 U R|4或龙为至多可数集}，“为(忆厂)上 

的计数测度，则f e厶当且仅当f在一可数集外为零， 

且ll/lli = EJ/WI < oo•在厶1(2兀“)上定义一线性泛函F: 

F(f) =匚〉。f®,则F连续，且g = Z(0,oo)是唯一的函数9使得 

F⑺=f fgd^但g不是庐可测函数.

3.4.16 定义设 1 <p,g<oo,i + | = l, {fjn,n >1}C " 

如果Vg e D, “(九g) T W 则称(九)在厶卩中弱收敛于八

3.4.17 定理 设 1 < 卩卫 < oo冷 + 寺=1, {/,A,n > 1} C " 

如果fn^f或八f且{\\fn\\P}有界，贝I」(九)在LP中弱收敛 

于八

证 只需证明a.e.收敛情形.设fn^f且suPn ||九||p = C. 

由 Fatou 引理，\\f\\p < C.设 g W LQ.令俎=[1/n < \g\q < n\. 

给定e > 0,存在d〉0,使得当“(4) < d时有\\gIA\\q < &.由
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Egorov定理(定理2.3.5(2)),对每个n存在Bn e T7, Bn C An,使 

得卩(入\ Bn) < "且(A)在Bn上一致收敛于/.另一方面，存 

在n0使得对一切n > n0有||^< \\q < 于是当n > nQ有

Im((A 一 /)^)| < Im((A -门gOJ + |“((几-f)glA^)\

+ Wfk - f\\p\\g^A^ ll^

S m(IA - f\\g\^B7l) + Wfk - fWP(\\giAn\Bn\\q + Wg^A^Wq) 

51办-凡皿)+ 4g

由此推知Kfkg) T Id(fg).从[ftj (/h)在Lp中弱收敛于f.

注 该定理对p = 1不成立.例如设Q = [0,1],厂=3([0,1]), “ 

为[0,1]上的Lebesgue测度.令九= n^[0,l/n]， 则||川1 = 1,九T0, 

ae ,但(九)不弱收敛到0.

3.4.18定理 设Q = N = {1,2, •••},『为Q的子集全体，“ 

为N上计数测度，则在L1中强收敛与弱收敛等价.

证设(九)在D中弱收敛于八令 '

ieA ieA

则 /in(A) T “(4), VA W T7.由 Vitali-Hahn-Saks 定理(定理 3.3.15) 

知，sup» I九，(训< oo,且对任给&〉0,存在?] > 0,使得
n

恥兀力寺—今sup »九(训< £.

i^A 厶 “ ieA

取机充分大，使得

E 右 <"，亡 I/WI <e,
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则有

oo m oo
£l/nG)-/(OI<ElAG)-/(训 + £ (曲训 + 1/(01) 
^=1 i=l z=m+l

m
s 工 I 九 C) — f(训 + 2&

i=l

由于fn逐点收敛于人故由上式推知(九)在L1中强收敛于/• 

注在定理的框架下，对P>1情形，旷中的强收敛与弱收 

敛不等价.事实上，令/n(z) = 0/黑皿Un) = 1,则\\fn\\p = 1, 

但(九)弱收敛于0.

习题

3.4.1 证明简单可测函数全体在厶°°(Q,兀“)中稠密.(提示：

对任给£〉0,将[-||/||oo,||/||oo]分成有限多个其长度小于£的区间： 

[a-o, o-i], • • •, (an_i, dn\.令 f£ = ajlA：,其中 Al = f 
-^■k = f 1 ((^fc—1? Q-fc])? » 2.)

3.4.2设[a, 6]为一闭区间，m为[a,切上的Lebesgue测度 则对任何 

p : 1 < p < oo, [a, 6]上的阶梯函数全体在77([a,b],“)中稠密.由此进一步 

证明[a.b]上的连续函数全体在Lp([a,6],M)中稠密.此外证明沪([a,b],“) 
不是可分的Banach空间.

3.4.3 设(Q,^,P)为概率空间，l<pi<p2<oo,则 WiSMh 
此外，有ll/llp T ||/||oo(p T oo).(提示：利用Holder不等式及Jensen不等 

式•)
3.4.4 (Holder 不等式的推广) ⑴设 1 < p, q,r < oo, - + - = i,

p q r 
则有 \\fg\\r < \\f\\P\\g\\^

(2)设 1 < PL，P2, •…，Pm < OO, 772 > 2,且---1------ ---- ------- =1,则
Pl P2 Pm

有

HA …/m||l < ||/1||P1 …||/m||pm.

3.4.5设(Q,兀“)为一测度空间，f €小沪.试证：Vp > 1, / E
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Lp、且 lim ||/||p = ||/||oo-p—>oo
3.4.6 设入为 R 上的 Lebesgue 测度 1 S P < f W 厶卩(R, 3(R), A).

对每个龙 W R,令 Zc(t) = — x).试证：Va?o € R,有 limz+o II/® 一
fx0 ||p = 0.

3.4.7 设(Q,/,u)为一测度空间，g为一实值M可积函数，在 

上定义冊如下：

Tg(f) = [ 如 «/* w 厶°°(Q,兀卩).

Jq

试证 |M|1=SUp{|^(/)| I ||/||oo<l}.

3.5空间 WQ和的对偶

设⑶丁)为一可测空间，我们用 沪(Q,㈢ 表示⑶丁)上的 

有界可测函数全体.对任一子令

11/11 = sup I/HI，

则 沪(。的 按此范数为一 Banach空间.

设“为卩上的一有限可加集函数.令

n
||“||var = SUp {刀 |〃(儿)| € 厂显=1,…，Tl}, (3.5.1)

i=l

称llAillvar为“的全变差.我们用ba(Q,Q表示全变差有穷的有限 

可加集函数全体.此外，设“ €呢⑸丁)/=刀；严U为一简单 

可测函数，其中a.eRMzeT'.令

e n
/ fdp, = 52 宓"(4)， (3.5.2)
J。 i=i

易证匸问不依赖于子的具体表达，且有

[f切 <ll/llllMl|var. (353)
Jo
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由于简单可测函数全体在0°°仇尸)中按范数稠密，不等式(3.5.3) 

式允许我们将上述定义推广成为L=(Q,鬥上的一连续线性泛函， 

且(3.5.3)式成立.我们称加卩为才关于“的积分,通常，我们 

用简记L ㈣.

下一定理表明MQ/)可以视为沪(。丁)的对偶空间.

3.5.1 定理 设 “ € 6a(Q, A),令

则几为从 旷@尺*到呢⑶丁)上的保范线性同构映射.

证 由(3.5.3)式知，耳 G 且有 ||耳|| < IlMllvar.

反乙设虫沪(眩㈢*.令

“(4)= z(o), y

则“为A上的一有限可加集函数，显然有IlMllvar < |卩||,于是 

M 6 MQ，A)，且有几因此最终有II功I = IlMllvar.定理证毕.

设(Q,兀m)为一测度空间，M e 6a(Q,7r).如果m(A) = 0今 

“(4) = 0,4 W兀称“关于m绝对连续，记为“《m.令

6a(Q, F、m) = {(1 E ba(Q, T7) | “《m}.

设“ W 6a(Q,^,m),/e厶*(Q,广机)，显然我们可以任选A) 

中一元素f作为f的代表，定义“(f)为于关于“的积分，仍记为 

L咖简记为M(/)«这时有

[fdp. < 11/lloollMllvar. (3.5.4)

Jq

下一定理表明6a(Q,^,m)可以视为的对偶空 

间，其证明与定理3.5.1类似，留给读者完成.
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3.5.2 定理 设 “ W 6a(Q,7?, m),令

则 几 为从"°(Q,兀加)*到ba0F,m)上的保范线性同构映射.

3.6 Daniell 积分

积分的一个基本性质是线性性，因此积分可视为厶1(2兀“) 

上的线性泛函.这一思想可以用来给出定义积分的另一途径—— 

Daniell 积分.

3.6.1定义 设Q为一抽象集合，咒为Q上的一族实值函数 

组成的线性空间.如果

f eH=^\f\eKf /\leK (3.6.1)

则称％为一向量格.

3.6.2注 在上述定义中，条件等价于下列 

条件之一：

Nge* (3.6.2)

(3.6.3)

事实上，凶=f V 0 + (-/) V 0,故(3.6.3)式今(361)式.又由于

— 9 + f - \9 - f\

故(3.6.1)式今(3.6.2)式.由于 f'g = f + g-fNg、故(3.6.2)式 

=>(3.6.3)式.

3.6.3定义 设咒为Q上的一向量格，/为％上的正线性泛 

函：即 f、ge %,% 0&R 今 1(町 + 0g) = «/(/) + 卩 eKf>
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0今1(f) > 0.如果I满足如下条件:

九€汕九J0今/(九)T0, (3.6.4)

或者等价地

/neH,/nt/€ 1(/) = lim I(/n), (3.6.5)

则称Z为兀上的Daniell积分

3・6・4例 设人为Q上的一代数，卩为人上的一测度，令

R, Ai € ^4, “(&) <oo,l<i<n, n>l

则H为一向量格.设皿 w超令1(f) = » Q屮(如, 

则/为咒上的Daniell积分.

3.6.5 例 设(Q,兀“)为一测度空间，H = =

H.则H为向量格，/为兀上的Daniell积分.

下面我们将证明：Daniell积分可以延拓成为通常的可测函数 

关于测度的积分.为此我们先引进若干记号.

3.6.6记号 设兀为Q上的一向量格，令

H^ = {f eH\f>0},

H^ = {f\BfneH+,使九

C = {Cc^\IceH^}.

3.6.7引理我们有：

(1) 人 g w 珥,a, b>o=^af + bge H%, / V / A € H\；

(2) 仏半

(3) C对可列并运算封闭，对有限交运算封闭；

(4) f € %+ 今 Va G R? [f > a] E C;
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(5) / G Va > 0, [/ > a] e C;

(6) (r(C) *(川 w %).

证⑴及⑵显然.(3)由⑴及⑵推得•往证(4).设 

/ G «+, a G R,贝I」L — a)+ = f f A a W 兀+•但

Mf ~ a)+] A 1 t 吊>切，几T OO,

故 I[f>a] W 珥、即 If > oi] e C.

现证(5).设fW珥,令九W兀+,九t /,则由⑷知

[/>&]= U[九 > a] W C.
n

最后，(6)容易由⑷看出.证毕.

3.6.8定理(DanielLStone定理) 设咒为Q上的一向量 

格，/为％上的一 Daniell积分，则存在\f e H)上的一 

测度“使得兀U L'(Q，m 且对一切有/(/) = /!(/)•若 

进一步1€兀*,这样的测度“是唯一确定的，且为(7有限的.

证我们将证明分为三个步骤.

1。对 令

1*(打=sup{Z(g) |g S £g w 兀+},

则易知有如下事实：

九€%+,九廿今厂(力=lim /(A)；
n—>oo

£ g w 兀；，a, 6 n 0 今厂(好 + bg) = ar (/) + bl* (g);

九W %；,九廿今厂⑺=lim /*(/n);
riToo
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此外，对f €兀+,有1*(" = 1(".现令

“*(C) = Z*&),CWC,

“*(4) = inf{“*(C) \C D A,C e C},Ac Q
(3.6.6)

(约定inf 0 = +oo).往证“*为Q上的外测度.

首先，M*(0) = 0.此外，设 cnec,n>i,则 Un^n e c,故有

oo
“*(UCJ =厂(/匕6)S厂(工心)

n n=l
oo oo

=工厂(匕)=工 “*(G)・

n=l n=l

现设 An C > 1,A = ]JnAn.对给定 £〉0,存在 Cn G C, G D 

使 “*(Ce) S “*(£i) + —•令 C = Un Cn\ 则 C G C, C D A,且 

有

M*(A) < “*(c)< 5>g)s 5>*(俎)+&.
n n

由于&〉o是任意的，故有“*(4) <刀显*(缶),这表明“*为外测 

度.

2。令AC为“*可测集全体，往证C c AC(从而有(t(C) C 

血*).由于C对可列并运算封闭，由(3.6.6)式易知，若将“*在C 

上的限制记为/则“*为/引出的外测度.于是设4 w C,由引 

理 1.4.5 知，为证 4 W M*,只需证 VC e C,“*(C) < oo,有

“*(c)> “*(4 nc) + /1\AC n C). (3.6.7)

令弘w咒+,使9n t /亦6令论w咒+,使hn t Zc,则对固定e当 

771 —> oo 时有

(hm — gn)+ Ic — 9n 咒*.
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令 fn — Ic ~ 9n^ 则 fn Ic ~ ^AnC — ^AcnC« 设 0 < 8 < 1, 

令 Gn — [fn > 1 — e],则由引理 367(5)知 Gn G C,且有 Gn D 

4 A CJn >(1 - e)IGn1于是我们有

“*(〃 nc)< “*(GJ < 亠厂(九) 

二亠(“*(C)—如)).
1 — £

注意到 I(9n) t I^Iaoc) = “*(a n C),我们有

M*(AcnC) < lim “*(GJn—>oo
<-^-K(c)-M*(AnC)].

1 — s

令£ J 0,得

M*(AC AC) < “*(c)— “*(4nc),

故(3.6.7)式得证.

3。令“为“*到b(C)上的限制，则M为测度，往证定理的结 

论成立.设/ €兀+,令

g k ] oo

九二工莎(S〉韵一'厅〉第i])=莎工27〉翁], 

k=l k.=l

则fn e ?/；,且Aa广我们有

1 二 k
1(f) = lim — lim 一 5^ i^([f > —])
u 7 s 5丿心* 2壮亠 2nJ7

k=i

=lim “(九)=“⑺.riToo

这表明％+ C厶1(Q,兀“)，且对f w %+,有/(/) = “(/)•再由线性 

推知对一般f c比有/(/)=认打.

最后，若1 w兀匚，则存在fn e H+使fn fl,于是[fn > |]TQ, 

但 M([/n > |]) < |M(/n) = |/(/n) < X,故“为 b 有限测度.此

• 85 •



外，设厂为一测度，使得

则由积分单调收敛定理推知：卩⑴=叭弘町^珥,特别，1/与 

“在C上一致.由于C是7T类，且存在a WC,使

oo,n上1,故“与匕在a(C)上一致(见引理146),“的唯一性得 

证.证毕.

3.6.9注 在定理中，如果不假定1 e兀；，但要求测度“满 

足：

M(A) = inf｛M(C) \C D A.C (368)

则M也是唯一确定的.事实上，设另有测度u使对一切f

有1(/)=巩门，且满足(368)式(以1/代替“)，则VC W C,令 

九€兀+,九He,我们有

巩C) = lim i/(/n) = lim Z(/n) = lim “(九)=“(C).
moo ZlTOO MTOO

于是由(3.6.8)式知，与"在厂上一致.

3.6.1设M为一个n维Riemann流形，"是 M 的一个坐标邻 

域，｛/｝是U中的坐标函数，｛gij｝为在"中的Riemann度量系数， 

G = det恢川det表示矩阵的行列式).令Cc(M)表示M上具紧支撑的连续 

泛函全体.设f e cc(M),其支撑含于"，定义

对一般的f e q(M),可利用上式及M的一个单位分解来定义fM f.试证 

fMf 为 Cc(M)上的 Daniell 积分.
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3.6.2设1/为(R,3(R))上一非负有限可加集函数且lim i/([-n,n])
71TOO

=1,则存在(R,3(R))上唯一的概率测度“，使得对R上任何有界连续函 

数子有心=心・

3.7 Bochner 积分和 Pettis 积分

本节介绍两种常用的Banach空间值函数的积分——Bochner 

积分和Pettis积分.以下恒假定E为数域底(实域R或复域0 

上的Banach空间，||・|1为另上的范数，3(E)为E上的Borel(7 

代数，E*为E的对偶空间.此外，我们用s-lim表示E中的强 

收敛.

3.7.1定义 设(QT)为一可测空间，X.Q — E为。上的 

E值函数.如果X关于厂及B(E)可测(即Xt(3(E)) C鬥，则 

称X为Eorel可测;如果V/ e E*/(X)为Q上厂可测(直值)函 

数，则称X为弱可测；如果X为弱可测且有可分的值域(即X(Q) 

在E中有可数稠子集),则称X为强可测；如果X只取有限多个 

值(即X(Q)为E的有限子集)，则称X为简单函数.

令“为(Q,Z) ±一测度，界为厂关于“的完备化.如果在 

上述定义中将F换成柔,则相应的Borel可测(弱可测)称为"可 

测(弱"可测).这时，称X : Q E为强"可测，是指X为弱“ 

可测，且有M可分的值域(即存在M零测集N、使得X0 \ N)在 

E中有可数稠子集).

显然：Borel可测蕴含弱可测；对简单函数而言，Borel可测 

与弱可测等价；若E为可分Banach空间，则弱可测与强可测等 

价.若X为Borel可测，则作为X与E上连续函数r T ||训的 

复合，||X||为厂可测实值函数.

下面我们将证明强可测函数必为Borel可测，并且研究强可测 

函数的结构.为此，先证明一个引理.，
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3.7.2引理 设E为可分Banach空间，S】(E*)为E*的单位 

球 贝I］存在S1(E*)中一序列｛九｝,满足如下条件：V/ e S1(E*), 

可选取｛fn｝的一子列｛九｝使得*8 e E有= f(x).

证 令 K，n> 1｝为E的可数稠子集.Vn》1,考虑Si(E*) 

到中的连续映射：f 一处(门=｛几巧)，…/(%)｝•由于 

可分，存在"(E*)中序列｛fn^k> 1｝,使得｛处(九加山2 1｝在 

g(Si(E*))中稠.现设子W Si(E*).对每个n>l,选取m小使得

则有呻九，讥口(血)== 1,2,….由于 \\fn,mn\\ < l,Vn > 1, 

故容易推知：V© W E,有lim九心兀0)=几⑦).证毕.
n

3.7.3定理 设(忆卩)为一可测空间，X : Q — E强可测， 

则存在Borel可测简单函数序列｛X」使得

||X“(3川 < 2||X(ev)||, n > 1, s- lim X门(3)= X(w),宀 W Q.
n—>oc

(3.7.1) 

特别，X为Borel可测.此外，强可测函数全体构成一向量空间， 

且对序列的逐点强极限封闭.

证 首先证明3 T IIXHH为可测函数.令Eq为包含X(Q) 

的E的最小闭子空间，则E。为可分Banach空间.由于的元 

素是E*的元素在E)上的限制(由HahmEanach定理知)，易知 

X ： Q — 亦为弱可测的.设a W R+.令

4 = ｛洌 ||X(a)|| Sa｝,心= ｛Q|几X(3))|—｝, /€"(£(；),

贝q有 A C ri/€Si(竝)另一方面，Va; e Q,由 Hahn-Baiiach 宦 

理知，存在f E E^\\f\\ = 1,使得几X(w)) = ||X(3)||.于是有 

A n 4门从血最终肴A = (耳;)4厂设序列｛fn｝ U
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S1 （坊）满足引理3.7.2中的条件，则易知A = QnAfn e只这表 

示||X||为厂可测的.

由于X（Q）可分，对任意n > 1,X（Q）可被可数多个半径不 

超过1/n的开球Sj,n（j = 1,2,…）覆盖.设臥为Sw的球心， 

rj,n 为 Sj,n 的半径，令 Ej,n = ｛• |X（3）€ 则 U隹】巧•，仇=Q,

且由前面所证，Bj,n = ｛• |||X（3）-巧,』< 畑｝为:F可测.令 

社n =场如3爲二盼-5二场,n/ > 2,定义

匕（宀）=龙济，如果3 W 3爲，

则｛Yn｝为Borel可测简单函数序列，且s- lim匕（•）= X（w）.当 n—>oo
川 < 2||XH|| 时，令 当 IIKMH > 2HXMII

时，令X/3）= 0,其中0是E中的0元素，则Borel可测简单函 

数序列｛如｝满足（3.7.1）式 定理中的另一结论显然成立.证毕.

有了上述准备后，现在可定义强“可测函数关于测度的积分.

3.7.4定理 设（2兀“）为一测度空间X : Q T E为一强“ 

可测函数.如果||X||为M可积函数，则存在E中唯一的元素，记 

为『肿加使得

X血)=I 几X)如，V/ w E*. (3.7.2)

这时有
II [ X如I < [ \\x\\dfi. （3.7.3）

我们称X关于“为Bochner可积，并称几Xd“为X关于 

“的Eochnei•积分，简记为“（X）.

证如果在完备测度空间（仏歹訣）中考虑，则存在一强可测 

函数龙，它与X片a.e.相等.因此，为证明定理，不妨假定X本 

身是（忆孑）上一强可测函数.首先设X =刀二严江人为简单可 
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测函数，其中 Xi O,Ai e < i < n,Ai A Aj = 0/ 弄久贝！] 

M|| =刀二||如心.如果||X||为M可积，则对每个1 一 S 

n, p（AJ < oo.这时令

n

Xdfjj —〉］ ,
i=l

(3.7.4)

易知它不依赖X的具体表示.对一般的强可测函数X,令｛Xn,n > 

1｝为满足（3.7.1）式的简单可测函数序列.假定||X||为“可积， 

则每个||X』|为卩可积，且有

II [ — [ Xmdfi\\ < f \\Xn — XmWdiJ,. （3.7.5）

由于||Xn-Xm|| < 4||X||,故由上式及控制收敛定理知，｛XM 

为E中基本列，从而强收敛于一元素，记为匸Xd“显然，L Xd^i 

不依赖于满足（3.7.1）式的序列｛Xn｝的选取.现设/ W E*,显然 

有

两边令nT 8即得（3.7.2）式.由于f（x） = 0,V/ G E * *龙=0, 

故满足（3.7.2）式的血Xdp是唯一的.

最后，对简单可测函数X小显然有

II [血如| < [ \\Xn\\d^

J Q J Q

故两边令口 T OO即得（3.7.3）式.

3.7.5注 ⑴设F为另一 Banach空间，T为E到F中的 

有界线性算子.由上述证明中关于LXdy的定义容易推知

(3.7.6)

其中右端为TX关于"的Bochner积分.
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(2)由(3.7.2)式推知，Bochner积分具有通常积分的线性性. 

⑶设X关于“为Bochner可积，则V7L G ^.XIA仍为 

Bochner可积，其Bochner积分记为fA Xd卩.令

i/(4) = / Xd/i, A e T7, (3.7.7)

则u为(Q,F)上的下述意义下的E值测度：(i)i/(0) = 0; (ii)对A 

中两两不相交集合序列{A},有^(ESi A) = 我们

称厂为X关于“的不定积分.显然"关于“在下述意义下是绝 

对连续的，即 M = o今巩A) = o.此外，令

OO

ll^llvar = sup { £ ll^(A)ll|{A} UF 为 Q 的可数划分}, (3.7.8)
1=1

称|»||var为y的全变差，则有

l^llvar = [ \\X\\dfl. (3.7.9)
Jq

(4)对Bochner积分，我们有相应的控制收敛定理(见习题 

3.7.2),但没有相应的Radon-Nikodym定理(见习题3.7.3).

最后，作为本节的结束，我们定义弱M可测函数的Pettis积 

分.

3.7.6定义 设为一测度空间，X .Q — E为一弱 

“可测函数，4W久如果V子WE*/(X)为“可积函数，且存在 

彷山G E,使得

则称X为关于“在4上Pettis可积，并称砒为X关于“在A 

上的Pettis积分，记为(P)fAXdfi.设兀为A的子。代数，在 

每个%可测集上可积的弱M可测函数称为在兀上Pettis可积. 
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特别，在尸上Pettis可积的弱M可测函数简称为Pettis可积.这 

时称XA为X的Pettis不定积分.

显然，Bochner可积的函数必为Pettis可积，且VA €兀在 

A上的两种积分一致.

3.7.1设(0,严,“)为一测度空间，X : Q — E为一强“可测函数. 

则为要X为Bochner可积，必须且只需存在一列简单可测函数｛Xn,n> 1｝, 
使得对 a.e.3 e Q,s-limn Xn(c«j) = X(s),且 lim f ||Xn - Xm^dfi — 0.

n,m—>oo v

3.7.2设为一测度空间，｛Xn｝为一列Bochner可积函数， 

X为一强ii可测函数.如果对a.e.ss-lin^XH®) = X(3),且存在一非负 

“可积函数g、使得||X』| < g, a.e., Vn > 1,则X为Bochner可积，且有 

s- limn—>oo Jq Xndfi — Jq Xdfi.(提不：||-Xn — X|| S 2g, a.e..)
3.7.3 设“为[0,1]上的 Lebesgue 测度，E = Z? ([0,1], 3([0,1])屮). 

对A e ®[o, 1]),令讥力)=iA.试证：

(1) "为关于“绝对连续的E值测度；

(2) 不存在Bochner可积函数X: [0,1] -T E,使得

心) Xd“，VA e 5([0,1]).

3.7.4 证明注 3.7.5(3).
3.7.5 设(Q, “)为一测度空间，E为一自反的Banach空间(即

E** = E),X: Q — E为一弱“可测函数.如果V/ € E*J(X)为“可 

积，则X为Pettis可积.

3.7.6设(0,兀“)为一测度空间，E为一 Banach空间，X : Q —E 
为一 m Pettis可积函数，则X的Pettis不定积分为一 E值测度.
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第4章乘积可测空间上的测度与积分

4.1乘积可测空间

4.1.1定义 设Q1,Q2为两个集合，令

Ql X— {（3102）I 5 w Q1,（^2 W 血},

称血X血为岛与02的乘积.若（Q1M1）及位2用2）为两个可 

测空间，我们在岛X忠 上定义如下＜7代数：

尸\ x 尸2 = /{Al X 念 | 41 € 乃,必2 € k},

称 为乘积e代数（Qi XQ2,耳xk）为乘积可测空间.

上述定义容易推广到任意有限多个可测空间的乘积情形，下 

面我们将进一步定义一族可测空间的乘积.

4.1.2定义 设（Q汎门为一族集合，Q = »表示/

到Q中的映射全体.我们令

仏={宀 € Q’ | 3（。） € Qi, Vi e I},
iei

称H心仏为（仏）心的乘积.此外，对每个虫厶令

7Ti（3）=皿），3 W
心

称心为H心他到%上的投影（映射）.更一般地，设°黑S （=厶 

令心为口心仏到口心仏上的投影（映射），即令

7Ts（3）=（皿）,” € S）,3 €
iei



这里3CR G S）表示Yiies 中的一个元素，它在指标i处取值

为皿）.

设0申心为一族可测空间，则在H心他上定义一。代 

数如下：

H兀=＜0严（氏））・

iel iel

称h心氏为乘积e代数，（H心怎n©尢）为乘积可测空间. 

显然，乘积＜7代数是使每个投影吧为可测的最小＜7代数.

4.1.3定理设0 S C厶则TTs为（H心他,H心兀）到 

（Eks銘Eks兀）上的可测映射.

证由于El©氏=mu心（戒）-（氏））（这里於表示Eks仏 

到也上的投影），故由命题2.1.3知，只需证

xJU（於）7（咒））c n 咒•

ies iei

但这由如下等式推得

砖U君）7（兀）=兀汀（咒）•

4.1.4定理 令几（相应地，P）表示Z的非空有穷（相应地， 

至多可数）子集全体，贝U：

（1） 可测矩形全体

Ai G € S; S € 卩o }

ies

为H心仏上的一半代数，且只习=口心氏；

（2） 可测柱集全体

2={兀『（11氏）3"0}
i^S
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为liiei仏上的一代数，且只刃=H心咒；

(3) H 咒= 氏)|SWP}.
iei ies

我们将这一定理的证明留给读者完成.

习题

4.1.1设I为一可数集，(2,兀)为一族可测空间.若每个只可分， 

则r[©兀也可分•

4.1.2设(仏,兀)©为一族可测空间，心为兀的子类，iei. 

对每个i €厶刃心)=兀，则有兀=EU©可1(G))・

4.2乘积测度与Fubini定理

设(XM,山及(Y, B,叭为两个＜7有限测度空间.本节将在乘 

积可测空间(X x Y,人x 3)上定义一乘积测度“Xi/,并讨论关于 

测度“xi/的积分.

4.2.1定义 设X及Y是两个集合，E是XxY的子集「令

Ex = {y e Y\(x,y) G E},

Ey = {x E X \ (x, y) G E},

分别称血及砂为E在v及9处的截口.

设f(x,y)为XxY上的一函数，我们将使用如下记号：

亢(9)=几⑦皿)，严3) = /■(©,")•

4.2.2引理 设(X")及(Y,B)为可测空间.

(1) 若 E X x 3,贝U \/龙 € X,9 € Y,有凤 € B.Ey e A.

(2) 若子为XxY上的＞1x3可测函数，则对一切xeX.ye 

匕九为Y上的3可测函数，严为X上的人可测函数.
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证(1)令0 = {4*/丨4 0 W3}.则对一切E&C,引理的

结论显然成立.令g = {Ew AxB\^x e x.ye Y.EX C 3,E? W A}, 

则9为入类.由于C为tt类，且(t(C) = AxB,故由单调类定理 

(定理122)知，对一切E e Ax 引理结论成立.

(2)容易由定理2.2.1推得.

4.2.3引理 令(X,4,“)及(匕3严)为两个"有限测度空间. 

设E e Ax 则函数龙T巩码)为A可测，函数y T ”(助)为 

B可测.

证 首先设u为有限测度，令C = {AxB\Ae A.B 6 3}, 

令g = {E e AxB\x 巩码)为貝可测},则显然有C C 9(因 

巩(4 x B)x) = IA(xMB)l且£为入类.故由单调类定理知Q D 

<r(C) = % x 3,即0 = % x氏现设i/为er有限测度，任取Y 

的可数划分{Dn},使 Dn e 叭Dn) < oo,n > 1,令 =

叭B A Dn), EWB,则心为有限测度，u =刀暑］un.于是

oc
d(E’)=刀 i/n(E) E e Ax

n=l

从而函数龙T巩EJ为A可测，同理可证函数y —认Ey)为3可 

测.

4.2.4定理 设(X, A, “)及(K, 3, i/)为两个er有限测度空间. 

则在AxB上存在唯一的测度mxi/,使得

(“ x i/)(A x 3) = “(A)巩E), Ae A.B eB. (4.2.1)

(从而〃 x “亦为(7有限.)此外，对任何Ee Ax 有

(〃 x “)(E)=［巩為)“(必)=［〃(胪)巩呦). (4.2.2)
JX JY

测度“ X 7称为“与1/的乘积.
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证 由引理4.2.3,我们可在AxB上定义如下集函数入1及入2：

入1(E) = /巩耳)“(力), 
Jx

入 2(E) = /“(E")巩呦),

E e Ax

E w Ax B,

显然，入i及A2均为测度，且有

Ai(X x B) = A2(X x B) - “(A)巩E), Ae A, B eB. (4.2.3)

令C = {AxB\AeA.BeB},则C为半代数（见定理4.1.4）.依假 

定，“及少为”有限测度，故满足（4.2.1）式的测度在C上也是（7 

有限的.因此，由测度扩张的唯一性（见定理147）知，满足（4.2.1） 

式的测度是唯一的.特别，我们有入1 =入2,令“ x 1/ =冷=入2,即 

有（4.2.2）式.证毕.

下面我们研究关于乘积测度的积分.

4.2.5定理 令（X, X, M）及（XSJ为”有限测度空间，f 

为Xx Y上的非负＞1x5可测函数.则函数x^fYfxdu为山可 

测，y^fx fyd^为3可测，且有

I fd^xu)—
XxY

严 d^y(dy) fxdiy)/i(dx). (4.2.4)

证 不妨假定“及少均为有限测度.令c = {Ax B\Ae 

A.B e B}.由定理424知：C中集合的示性函数满足定理的结 

论 故由定理221知：对一切有界的AxB可测函数几定理的结 

论成立.因此，对一切非负AxB可测函数几定理结论亦成立.

4.2.6系 在定理425的假设下，若子是一非负可积函数， 

则 /i{x I 巩亢）=oo} = y{y I “（严）=8} = 0.

证 直接由（4.2.4）式看出.

下一定理称为Fubini定理.它使我们可以用叠积分来表达关 

于乘积测度的积分.
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427定理 设及（Y,3,巧为＜7有限测度空间，f 

为XxY上一人x3可测函数.若子关于…可积（相应地， 

积分存在），则有下列结论：

（1）对片a.e.心了x为u可积（相应地，关于v积分存在）；对 

一a.e.妙,八为“可积（相应地，关于M积分存在）；

⑵令

If® =
Jy fx^y,

0,
Jx严切,

0,

若九为"可积（相应地，积分存在）， 

其他情形，

若八为“可积（相应地，积分存在）,

其他情形，

则心为卩可积（相应地，积分存在），”为"可积（相应地，积分 

存在）•且有

XxY

fd^fi x i/) = / If(x)iJ,(dx)=
Jx

Jy【s火呦）• (4.2.5)

证 首先设/为非负且为 W 可积.则由系426知结论⑴ 

成立，且有

!/(龙)=巩九)，“・a.e. x,

="(严)，—a.e. y.

于是结论⑵由（4.2.4）式推得.对一般仁分别考虑严及厂，即 

得定理结论.

注 由于y（fx）是片a.e.有定义的，“（八）是—a.e.有定义 

的，所以通常也将（425）式写成（4.2.4）式的形式.

Fubini定理有很多的应用.我们将通过下面的习题向读者介 

绍一些应用的例子.
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习题

4.2.1设R为实直线，试证3(R) x 3(R) = ^(R2).(注意：对一般拓 

扑空间 X,不一定有 3(X) x 3(X) = 3(X x X), —般只有 3(X) x 3(X) C 
B(X x X),参见引理564.)

4.2.2设(X, A, m)及(匕3,巧为有限测度空间，E e Ax 贝lj

下列条件等价：

(1) (M X 巧(E) = °；

(2) p(E") = 0, —a.e. y;
(3) iy(Ex) = 0,卩-a.e. x.

4.2.3设(XJ)及(Y,3)为可测空间，“1及血为(X,A)上的er 
有限测度，“2及巾为(X3)上的<7有限测度.若血《“1且"2《M2, 
则Ul X 《"1 X M2,且有

掩1 X ^2) z 、 亦 /、力2(、
丽=茶亦(宀，阴 X U2-a.e..

4.2.4设n am,n为绝对收敛的双重级数・试用Fubini定理证明

OO OO

EE a*m严

oo oo

EE <^m,n •

m=l n=l n=l m=l

4.2.5 试用Fubini定理证明 務=j exp(-寺购=1.(提示：考虑

exp(_RdR exp(-卷)如

并令兀= * + /.)

4.2.6设(X,人“)为有限测度空间，/为X上的一非负A可测 

函数.试证 OO
M([/ > y])dy.f(x)fi(dx)=

(提示：设入为(R,3(R))上的Lebesgue测度 令

E = {0,9)€XxR| 0<y < f(x)},
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则 X(Ex) =

4.2.7设f(t)及g(t)为［0,oo)上的两个右连续增函数.我们用呵 

及加分别表示它们在［0,oo)上诱导出的测度(见定理1.5.4).试证：对 

0Sa<b<oo,有

/(s)网(ds)+ / g(s-)幻(〃s),

其中 g(s-) = limits g(t)(记号 t Tf s 表示 t t s ,且 t < s).(提示：将 

(a, b] X (a, b]表为{(x, y) \ a < x < y < b} U {(x,y) \ a < y < x < b}并分别 

计算它们的Af x fig测度)

4.2.8 设/ €厶i(R), g €厶卩(R),则有下列结论：

(1) (叭 t) T f(x 一 t)g(t)p 为 ^(R2)可测，且 Lebesgue 可积；

(2) 对 a.e.龙，t T f(x — 为 Lebesgue 可积.

定义子与9的卷积如下：VxCR,令

则 /*gW77(R),且有如下的 Young 不等式：\\f*g\\P<\\f\\i\\g\\P^

(提示：对1 K g情形，利用Holder不等式及Fubini定理.)

(3)若g有界，则连续.(提示：利用习题3.4.&)
4.2.9 (Steinhaus 引理)设 E 为 R 的一 Borel 子集，令 D(E)= 

{x-y\x,yeE},若 E 的 Lebesgue 测度入(E) > 0,则 D(E)包含一含原 

点的开区间.(提示：不妨设入9) < oo,以x + E表示{x + y\yeE},以 

-E 表示{-x|x € E}.令 F(x)=入(E n(x + E)),则 F(x) = I-E * 

由习题428(3)知F(x)连续，又依假定F(0) > 0.)
4.2.10 (Steinhaus引理的推广) 设4, 3为R的两个Borel子集，

令 P(A,B) - {y - z\y € € B},若 A(A)〉0,且 A(B) > 0,则
D(A,B)包含一非空开区间.(提示：不妨设A(A) < oo,A(B) < oo,令 

F(x) = A(A n (x + B)),贝IJ F(x) = I-A * 且由 Fubini 定理知

f F(x)X(dx) = A(A)A(B).于是存在某匚，使 F(x) > 0.)
4.2.11设f(x, y)为定义于V = (a, b) x (c, d)上的•实值连续函数. 

如果y•满足下列条件：
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⑴篦在U上存在且连续；

(2) 对某个叭 € (a,b), ^[f(xOly)]对一切 y e (c, d)存在；

(3) 降在U上存在且连续，

则芻，是询在V上存在，且有是询=島冷•(提示：任取9o € (c, d),由 
Fubini定理得

畑讷 一 f(x0,y) - f(x,y0) + f(xo,yo) l l ^dx如
“2/0丿忑0 J

其中对每个xe(a,b)J^ ^dx为y的连续函数.)

4.3由。有限核产生的测度

本节将推广4.2节的结果.

4.3.1定义 令(XM)及(匕3)为两个可测空间.一函数 

K : X x 3 —>[0,対称为从(XJ)到(Y,B)的一个核(kernel),如 

果它满足下列二条件：

(1) 血e X, K(叭•)为(Y")上的测度；

(2) VB 6 3, K(・,⑵为X上的人可测函数.

称K为有限核，如果Vx € X、Y) < oo;称K为概率核，如果 

色€ X, Y) = 1;称K为e有限的，如果存在Y的个可数划 

分F =刀兀吃I,使得Bn e B,n > 1,且对一切X e X及H n 1,有 

K(龙,Bn) < oo.

4.3.2命题 设K为从(X,A)到(Y,3)的一个核“为(XJ) 

上的一测度，于为Y上的一非负B可测函数.

(1) 令巩⑵=ixK(x,BMdx\ BeB.则 i/ 为(匕3)上的一

测度. '

(2) x T fYf(y)K(x.dy)为 X 上的一 A 可测函数.

(3) 我们有

[几讷巩创)=/ [ / f(y)K(x,dy)]^dx). (4.3.1)
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证(1)显然.为证⑵及(3),首先考虑非负简单可测函数人 

然后利用定理2.1.8(2).

下一定理推广了定理424.

4.3.3定理 设K为从(XJ)到(K, 3)的一个(7有限核，M 

为(XM)上的一测度.

(1)令 N@,E) = K(x,Ex),E e Ax 则 N 为从(X“)到 

(X xY.AxB)的一个。有限核.

⑵令

fiK(E) Ex)ii(dx), EwAxB, (4.3.2)

则“K为/xS上的一测度，且有

/liK(A xB)= / K(x,B)^(dx), Ae A, B eB. (4.3.3)

(3)若"为/有限测度，则亦为a有限测度，且它是 

(X x Y,人x 3)上唯一满足(4.3.3)式的测度.

证 ⑴首先,对任何龙€ X, Ng)显然是(X x x E)上 

的测度.令{Bn,n>l}为Y的一可数划分，使得Bn€^,n>l, 

且对一切龙€ X,及口》1,有K(x,Bn) < oo.令

Bn = Bnn B, Cn = {AxC\AeA,C e Bn},

gn = {E eAxBn \ N(、E)为人可测},

则心为XxBn上的tt类，且生成<7代数人x Bn.显然gn为 

XxBn上的入类，且久D C小故由单调类定理知= Bn. 

现设 E W Ax B,令 En = E C (X x Bn),则易知 En e Ax R 

E =》Z\En.于是我们有

N(x,E)= 
n
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从而Ng E)为人可测.此外，我们有X x Bn) = K(x. Bn) < 

8,因此N为从(X,⑷到(X x Y" x 3)的(7有限核

(2)显然.往证(3).设“为。有限测度，令｛如⑴2 1｝为X 

的一可数划分，使得An G人“(如)< oo,n >1.令｛Bn｝如在⑴ 

的证明中所取的Y的划分，再令

= [/-!< K(\ Bk) < Z] n Am, m,k,l> 1,

则对一切A;>1,我们有工Am,k,i = X,且有

x = / K{x,Bk)fi{dx) < oo.
Am,k,l

由于刀®钉A®和xBk=XxY,故“K限于半代数C = ｛Ax 

B\ A G A,B G 3｝为。有限.因此由定理1.4.7知，满足(4.3.3) 

式的测度“K是唯一的.证毕.

如果对每个x e X有K(x, •) = p,则(1K = “ x I/.因此，下一 

定理推广了定理425.

4 3.4定理 设K为从(X, X)到(Y, 3)的一个<7有限核，M 

为(XM)上的一 er有限测度，f为XxY上的一非负人xB可 

测函数，则：

⑴龙T Jy f(x,y)K(x,dy)为A可测函数；

(2)我们有

=/ / f@、y)K(x,dy) “血).
J X J Y

(4.3.4)I ■-

XxY JX

证令C = ｛AxB\Ae A.B G 3｝,不妨假定“为有限测 

度，且对一切x € X,K(r,・)也为有限测度(否则，分别取X及 

y的可数划分｛An｝及｛Bn｝,使得Vx G X,n > 1有K(x,Bn) < 

8,“(缶)< oo,并在每个An x Bm上考虑问题).由命题4.3.2及
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（4.3.3）式易知：对C中集合的示性函数定理的结论成立.故由定 

理221知：对一切有界的AxB可测函数J■结论成立.最后，由 

积分的单调收敛定理推知：对一切非负AxB可测函数f结论成 

立.证毕.

4.3.1 （Fubini定理的推广形式）设K为从（X"）到（K, B）的一个 

"有限核，"为（X,/）上的<7有限测度，iiK为（4.3.2）式定义的测度. 

若f为XxY上一/xB可测函数，它关于込可积（相应地，积分存在）, 

则有下列结论：

（1） 对片a.e. x, fx关于•）可积（相应地，积分存在）；

（2） 血€ X,令

可积（相应地，积分存在）情形,

其他情形，

则心为"可积（相应地，积分存在），且有

I fd^K)
XxY =L I / (x).

4.3.2设（Xj,儿= 为可测空间，“1为（XiMi）上的一

有限测度.对2 < i < n,设…，叫1,竝）为从（口；二花,口；二4） 
到（乂,4）的一个o有限核.证明下列结论：

（1）在二儿）上存在唯一的测度”，使得对一切可测矩 

形 n;=i w n;=i a-有

“1 ((/□?]) •…/ K (龙1, xn—1, dxn).
j = l J 丿 An

此外，"是"有限测度；

（2）设/为儿）上的非负可测函数，贝IJ有

"1(畑) K(xi,dx2)' -- Kxn_2, dxn—])
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*^n — 1)dxn ).

4.3.3设K^K2为从（X,⑷到（Y,®的有限核，刈,“2为（X,A） 
上的测度.为要“iKi关于3K2绝对连续，必须且只需Mi关于M2绝对连 

续，且对Mi-a.e. * W X, •）关于K2（x^）绝对连续.此外，这时有

如KJ
〃（“2也）

a, 9)
dKi（时） 
磁2@,・）

4.4无穷乘积空间上的概率测度

在概率论中，我们经常要讨论任意有限多个试验（不一定相互 

独立）.为了能在同一概率空间中考虑它们，我们需要在无穷乘积 

可测空间上构造概率测度.下一定理（Tulcea定理）解决了这一问 

题.

4.4.1定理 令（馬,兀）= 1,2,…为一列可测空间，Q = 

二H負1乃旧 为（岛，方）上的一概率测度.对每个 

。> 2,设卩仙,…。一,如）为从（H：•二馬,h；二兀）到（仏,万） 

的一个概率核.则存在（忆厂）上唯一的概率测度p,使得对一切

> 1,有

oo n
P（Bn x n 眄=pw 刃 wii% （4.4.1） 

j=n+l j=l

其中Pn为巧上如下定义的概率测度（见习题4.3.2）：

PnWT = [ P（d^x） f P（3i、d32）…[戸仙,…，3九_2,血仇_1） 
丿Qi JQ2 V Qn_ 1

• 105 •



证设n>m为两个自然数，则显然有

n
X n QJ =

j=m+l

于是按（4.4.1）式可在可测柱集全体込上唯一定义一集函数P・ 

令尸z = {Bn X n+i Q • | Bn G H；=1 乃},则尸 C 严+1,且 

Un^n = N•由于P限于每个 尸为概率测度，故P在代数Z上 

是有限可加的•往证P为W上的概率测度，为此只需证P在空 

集0处连续.我们用反证法.假定有Az €2申'1,4,丄仇使得 

lirn P（Xn） > 0.必要时在序列（Xn）首项前添加若干项Q,且在两
71—>OO

个集An及Xn+1之间适当重复若干项An,我们可以进一步假定 

An G尸.因此有An = Bnx n^n+i % 由于俎+i C An,我们有 

Bn+1 cBnx Qn+1.此外，对每个 n> 1,

P（An） = [ §讣）（5旧（如），

J Qi

其中

g讣）（31） = / P（31，d32）… /少仙，…3仇）卩仙，…，血J
J 02 J Qyz

由于/盯+1（31,…“仇+1） S lBn （宀1,…，3仇），故对固定的5, gP （宀1） 

单调下降趋于某极限加（31）.由控制收敛定理，我们有

[h1（cv1）P1（dcv1） = lim F（An） > 0.
Jqi 仇 too

于是存在坊e Q1,使h\（30 > 0.实际上，必有3； G B1.否则， 

对一切口 > 1有场（甜。1,… s） = 0,从而gf）（M） = 0,这导致 

hi（3；） = 0.

现设n > 2,贝[j

90（甜）=/靑）（32屮（妨,血2）,
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其中

32,血3)…

P (甜,32,…,3仇 _ 1, 〃3仇)•

如上所证，可知g炉仙）J如32）.由于g0（对）T加何）〉0,故 

存在％ e %使辰（必）> 0.如上所证，可知（必媚）e B2.

最后，由归纳法可得到一点列｛甜,％,•••｝,使得© e Qj且 

（坊，…，必）w餌 因此最终有（必咚…J e n^i如=0,这导致 

矛盾.这样，我们证明了 P为代数2上的概率测度.由测度扩张 

定理知，它可唯一地扩张成为尸=<7（乙）上的概率测度.证毕.

4.4.2系（Kolmogrov定理）设（％,幷,巧）为一列概率空 

间，令q = njiia = rijXi乃，则存在（2尸）上的唯一概率 

测度卩,使得对一切n> 1,对一切Aj G^-,l<j<n,有

n oc n

P(Il£x n 码)= [[◎•(£•)・ (4.4.2)
j = l j=Tl+l j = l

4.4.1设｛（甌,咒申）,虫/｝为一族概率空间，令 巩⑴ 表示/的非 

空有限子集全体，则在兀）上存在唯一的概率测度p,使得 

对任何S €卩。⑴,有
・ --

Ai x JJ Qi） = JJ只（4）, Ai W W S.
iws iei\s ies

（提示：利用定理4.1.4（3）.）

4.4.2试将定理4.4.1推广到任意无穷多个可测空间乘积情形.
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4.5 Kolmogorov相容性定理及Tulcea定理的推广

本节将给出Kolmogorov相容性定理及Tulcea定理的一个推 

广形式，为此我们先引入紧类概念，它是Hausdorff空间中的紧集 

类概念的抽象化.

4.5.1定义 设C为E上一集类.如果下列条件满足：

oo m

{Cn,n > 1} C C, P| Cn = 0 => 对某个 m, Q Cn = 0,
n=l n=l

则称C为紧类.

4.5.2引理 设C为E上的紧类，则C“及C$都是紧类.这 

里Cuf及4分别表示用有限并及可列交运算封闭C所得的集类.

证 G显然是紧类，只需证cuf是紧类.设Dn= U c^e
m=l

Cuf.n > 1,使得对一切p > 1, A 7^ 0.令J表示那些对每个n
n<p

满足l<mn< Mn的自然数序歹!] 全体.令

JP={{mn,n>l}eJ\ p|CQM0}・

n<p

由于
Mn

n u邮=u（cig），
n<p n<p m=l {mn}€<7 n<p

于是对每个卩> 1, jp非空.显然有jp □如+i,p > 1,往证n如m o.
p

对每个n > 1,任取Jq中一元素{rr^\n > 1}.由于对固定的 

n,l < m纠< Mn对一切q成立，从而对任一由无穷多个自然数 

组成的集合A,必有无穷多个q属于A,使得取相同值.因 

此，由归纳法可构造一序列{m^n > 1},使得它属于J,且对一 

切卩2 1,及1 < n < p, m* = m纠对无穷多个q成立.这样一
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来，对任一 P > 1,存在q> P,使= m^,l < n < p.由于 

{m*,n >l}eJqC Jp.故由 Jp 的定义知{m*,n > 1} € Jp,于是 

{m*,n>l}en %•从而对一切P, A C竹丰0•但依假定，C为 
p n<p

oo * *
紧类，故n cq m 0,从而QDn丰0(注意：n^n □ n^).这 

n=l n n n

表明C“为紧类.证毕.

4.5.3引理设A及儿为E上的半代数，为E 

上一紧类，且CcA.令“为儿上的一非负有限可加集函数， 

且fi(E) < oo.若对一切AeA,有

“(4) — sup{“(C) | C C A, C € C},

则“限于山为cr可加的.

证 首先假定力及儿为E上的代数.由定理1.3.4知：为 

了证“在A上为/可加，只需证M在空集0处连续.设An € 

A,An J 0.给定£〉0,依假定，对每个n,存在Cn C AniCn € C, 

使M(An) < “(G) + ”2巴由于An cn U九缶=0,故由C是紧 

类的假定，存在正整数◎使A^i 6 = 0,即有U：i C"E,于 

是有

m m m m

—门人仇=(C G ( U 久)U \ CJ
7i=l n=l 7i=l n=l

因此，对k>m.我们有

m

“(4/c) S “(4th) S〉1 “(人仇 \ Cn) < £.

72=1

这表明lim以AJ < £.但£〉0是任意的，故lim fi(An) = 0,因 w—>oo k—¥oo

此“限于山为<7可加的.

现设人及儿为E上的半代数.令入及为分别由儿及 

A2产生的代数，则“可以唯一地扩张成为A上的有限可加集函
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数，且对一切Ac X,有

“(4) = sup{“(C) \ Cc A, ce cuf}.

但由引理4.5.2知，C"为紧类，故由已证结果知：“限于夹为 

<7可加的.特别，“限于山为<7可加的.证毕.

4.5.4定义 设(£,£,“)为一测度空间.称“为£上的紧测 

度,如果存在紧类C u 使得对一切Aee,有

“(4) = sup{“(C) : C c A,C eC}.

下一定理是经典的Kolmogorov相容性定理的推广形式.

4.5.5定理 设/为一无穷集，Po(/)为/的非空有限子集全 

体 设(他,咒)心为一族可测空间.对每个T € Po(/),设巧为 

(H血，H咒)上的一概率测度.假定：(1)每个Pi为(仏，咒) 
ier ier

上的紧概率测度；⑵{巧㈡€ Po(/)}满足如下相容性条件：对 

Ti C72,有

PTr = Pt2 [aT1 x H dj, AT1 e H 咒， (4.5.1) 

则在(n q, n咒)上存在唯一概率测度p,使得对一切t e 
ieJU iei

卩。⑴,有

P(At X H QJ = At € (4.5.2)
ieI\T i€T

证令

-u {n Ai x IP" Ai C F" C

T€Po(/) ©
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则s为半代数，且＜7(5)= 令

Hn Ax JJq.)
ieT i^T ieT

由{PTlTeP0}的相容性知，如上定义的p在s上唯一确定，有 

限可加，且有P( II心)= 1.因此，由引理4.5.3,为证P在S上＜7 
iei

可加，只需证存在一紧类c U S,使得对一切4 € S,有

F(A) = sup{F(C) | C C A, C EC}. (4.5.3)

依假定，对每个o €厶存在Qi上一紧类G c氏，使得对一切 

仏 € 咒，有 Pi(Ai) = sup{E(C) I CcAi.Ce Ci},不妨设每个 G 

对可列交运算封闭.令

Q = { C x JJ Q j, C € , z € I},

则Q为紧类事实上，设如=G x山舛霜,6 e %,则门如有
n

如下形式：n^x口碎血,其中S为一可数集，且BiEC^ie S. 
ies

若n^n = 0,则存在某s w s,使R = o.由于£s = n cn,故由

Cs的紧性知，存在{n\in = 8}的有限子集使n Cn = 0,从而 
n^J

门缶=0.因此，Q为紧类•现令C = Qm则C为紧类，且CUS. 
n^J

设 4= n Ax n QMS.对任给 £〉o,取 使得
i^T i^T

E(4)SEG)=京，

这里|T|表示T中元素的个数.令

c = Y[Ci X 口血=fl (q xHqJ €C,
ieT i^T ieT j^i
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则Cc A且有A\Cc U{（4\G）x n^}-故由P的半有限 
ieT j^i

可加性得

P（4） - F（C） < 工 Pi（Aj \ Ci） < £.

ieT

由于£〉o是任意的，故有（4.5.3）式.因此，P在S上是<7可 

加的，从而可唯一地扩张成为<7（5） = H乃上的一概率测度，仍 
iei

记为P.显然P满足（4.5.2）式（利用单调类定理）的唯一性显 

然.证毕.

在随机过程理论中，有时遇到如下的概率测度的扩张问题：设 

（Q, 丁）为一可测空间，（兀）为丁的一列上升的子<7代数，使得 

"（U冗）=兀令几为兀上的概率，使得Fn+l限于%与Pn 
n

一致.是否存在厂上的唯一概率测度，使得P限于每个兀与几 

一致？

下一定理回答了这一问题，它推广了 Tulcea定理（定理4.4.1）. 

4・5・6定理 设（Q, 丁）为一可测空间，（兀山2 1）为厂的一 

列上升子<7代数，使得<7（U兀）=丁 •令几为兀上的概率测 
n

度，n>l,如果对一切n>2,存在（Q,凡_i）到（Q,凡）的概率核 

（见定义4.3.1阀汕3,・），使得

Pn（Bn） — / Qn（3, Bn）Fn_i（6/u;）, VBn € 凡, （4.5.4）

G e 兀,Q仇（3, G）〉0 今 An_i（uj） G G 黑 0, （4.5.5）

这里加（3）表示包含3的万e原子，则对一切n > l,Pn+l限于% 

与几一致.如果进一步有

{^H,n > 1} C Q, An^）；今 P| AX®何）黑 °， （4.5.6）
n

则存在丁上的唯一概率测度，使得P限于每个兀与几一致.
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证 容易由（4.5.5）式推知，对一切n > 2及£ €入_\、有

QgE） = /bR.由此再由（4.5.4）式推知，对一切n > l,Pn+i 

限于兀与Pn 一致.于是若令山=U兀，则（见小> 1）在代数

A上唯一确定一可加集函数P,使得P限于每个兀与凡一致. 

现在假定条件（4.5.5）和（4.5.6）成立.为证P在*上是<7可 

加的，只需证戸在空集处连续.设BneA, Bn；0,我们用反证法 

证明lim P（Bn） = 0.假定lim F（Bn） > 0.不妨设对每个n > 1, n—>oo n—>oo
有EnW兀（否则，可以在序列｛Bn,n > 1｝中添加某些相同的 % 

使新序列具有这一性质）.由（454）式知，对每个n>2,

其中程）（3）= 02（5風）,

由于氏故盃）（3）S1（3）・由控制收敛定理，我们有

[hi(3)Pi@3)= lim P(Bn) > 0,
Jo moo

于是存在3⑴，使石（3⑴）> 0.实际上，必有3⑴€ % 因为不然 

的话，由（4.5.5）式知

903⑴）=Q2（3（1）R2）< Q23⑴，场）=0,

这将导致加（宀⑴）=0.

现设n > 2,则

其中沪（3）= Q3（3,〃3）,

盅血）=[Q3®，血⑶）…0川3（"7,爲），心4.
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于是qn\^）丄仇2（3）,且

因此，Q2（3⑴，［扯> 0］） > 0.从而由（4.5.5）式知，存在3（2）,使 

3（2）€ 41 （宀⑴），且扯（3（2）） > 0.与上述同理可证3⑵e B2.

这样，由归纳法我们得到Q中的一列点3⑴。⑵，…，使得 

3何e Bn,且U>+1）€缶> 1.由于兀故易知 

仏+iG>+D）c £>（”））•因此，由条件⑶知n缶3”））丰0. 
但显然有£>的）C3n,故仃禺黑0.这与假定争盾.这表明，

n

必须有lim F（Bn） = 0,因此，P在A上是<7可加的，从而P可
n—>oo

以唯一扩张成为厂上的一概率测度.定理证毕.

4.5.1为什么说定理4.5.6是Tulcea定理的推广形式？

4.6概率测度序列的投影极限

4.6.1定义 设0,兀）,j = 1, 2, •…为一列可测空间，且对j > 

k.PJk为心到血上的可测满射，使得对j>k>l有pfop；=宦, 

则称（（必4）展）为一投影序列.设Q = H着霍,卩=H負1刁, 

令

E = ｛（◎） e Q I说仙）=3心 > 研，£ "CE, （4.6.1）

称（E,£）为投影可测空间.

4.6.2引理 设（（霍,巧），闻为一投影序列，（EQ为相应的 

投影可测空间.令©为从Q到山上的投影映射，Pj为叼到E
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上的局限，令
* OO

0 二 UpJ（乃）， （462）

则g为E上的代数，且<7仗）=&

证 首先由（4.6.1）式知，Pj为E到霍上的满射.事实上 

对任何给定的3j € Qj,对力 < 久令S =恥乔对m > j.依 

次选取如+1 € Qm+l,使得3讥=P瑁+1如+1,则3 =（冲）€ E, 

且Pj（3）= 3j.再由（461）式知，对j > k, pk = p3k。刃，从而有 

= p「（p£S） u p〒5・这表明<7代数序列巧1（巧） 

单调增，故g为代数.此外我们有

OO OO
<7⑼="（Uk（乃））="（（乃）QE））

j=i j=i
oo oo

"（（U 弓（乃））G E）"（ U 弓（乃））QE =帀 E = & 

j=i j=i

引理证毕.

如果对每个j >1,7-为上的一概率测度，且满足如下 

相容性条件：Pk =匕附>息则通过映射血可在巧¥巧） 

上定义测度Qj： Qj（巧1（4）） = PM A €凡.对j > k. Qj限于 

pF（兀）显然与Qk 一致，因此我们在G上得到了一个有限可加的 

非负集函数，记为Q.如果Q可唯一扩张成E上的一个概率测度 

（即Q在G上是可列可加的），则有Pj = Qop~\yj > 1.这时称Q 

是Q3的投影极限.

一个自然的问题是：在什么条件下Q可唯一扩张成£的一个 

概率测度？下面我们利用Kolmogorov相容性定理给出一个答案.

463定理 设（g,兀），说）为一投影序列，（E,£）为相应的 

投影可测空间，P3为。到仏上的投影映射叼在E上的局限. 

如果对每个了2 1,戸为（S，兀）上的一紧概率测度，且满足如下
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相容性条件：Pk = >怎则存在（eq上的唯一概率

测度 Q,使得 Pj = Qop-\Vj>i.

证令
n n

d = H Qj, n> 1.
j=l j=\

定义（Q小凡）到（血，务）的可测映射九：

fn（3n）=（说（吗）圍（吗）,…，码_1（吗）,吗）.

令% = P.。f~\n > 1,则s为（色,务）上的概率测度，且 

VAn W务，有

“口+1（4仇 X Qn+l） = P +1（九仇 X Q仇+1）

=Pn+1。（加+1）-1（灯1（如）=Pn O 灯 1（缶）=Mn（An）.

于是由定理4.5.5知存在（Q,A） = （H負］霍,II着巧）上的唯一概 

率测度“，使得匕=卩。石1,Vd > 1.由九及S的定义容易推 

知，集合E关于“的外测度为1,又由于£ = FQE,故由习题 

141知，若令Q为“到（E,£）上的限制，则Q是（E,£）上的唯 

一概率测度，使得Pj = Qop-\yj > 1.定理证毕.

4.7随机Daniell积分及其核表示

本节我们将引进随机Daniell积分，给出Daniell-Stone定理 

的随机版本和随机Daniell积分的核表示.本节内容取自参考文献 

14.

4・7・1定义 设（Q,丁）为一可测空间，P为其上的一族概率 

测度.令

Af = {Ae^\P（A） -o,VFeP}, （4.7.1）
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我们指定M为F中“可略集”全体，称三元体（Q,兀M）为一（由 

卩确定的）随机空间.一依赖3 € Q的性质称为M-a.e.成立，如果 

除去某个可略集外它处处成立.我们用厶（Q, 丁）（相应地，兀（Q, 丁）） 

表示Q上实值（数值）函数全体.

4.7.2定义 设E为一抽象集合，A为E上的一代数，“为 

一从A到兀+（Q,丁）中的映射，满足如下条件：⑴“（0） = 0,M 

a.e.;（2）如果（An） C A, An A Am — 0, Vn 丰 m,则“（刀墾i 4仇）= 

刀皂我们称“为一"随机测度.如果P只有单个 

元素P,则称N随机测度为尸随机测度.有限随机测度和<7有限 

随机测度概念是不讲自明的.

4.7.3定义 设（E,®为一可测空间，“为£上一 M随机测 

度，子为E上一非负£可测函数.令

［严一 L,
心）鹽莎！>（"〉莎］），

k=0

称M（/）为子关于“的积分.对一般/,可令M（/）= “（严）- “（厂）•

4.7.4定义设咒为E上的一向量格，T为冗到厶（Q,丁） 

中的映射.称T为冗上的M随机Daniell积分，如果T是 

a.e.线性的，保正的，且在0处从上连续的，即T满足如下条 

件：（i）T（a/ + pg） = a7V） + 0T（g）,M・ae,"g € 咒,卩0 € R; 

（ii）/ > 0,/ € « => T（/） > 0,M-ae; （iii） fn 6 Kfn ； 0 => 

T{fn） T 0,

下一定理是Caratheodory测度扩张定理（定理147）的随机 

版本.

4.7.5定理 设（Q,丁,M）为一随机空间，A为E上的一代 

数，“为A上的一 /有限M随机测度，则“可以唯一地（在M 

等价意义下）扩张成为<r（X）上的随机测度.

证 与引理1.3.5类似，我们可以把与<7有限M随机测度有关 
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的问题化为有限N随机测度情形来处理，因此不妨假定“为A上 

的一有限N随机测度.由于"由(4.7.1)式给出，对每个PEP,// 

为A上的一有限P随机测度.这时容易证明M可以唯一地扩张成 

为＜r(X)上的P随机测度(习题4.7.1),记为“p.令尢为E上那些 

包含A但含于a(A)的代数M全体，使得限于｛/ip, P € P｝有 

一个统一的版本.我们在尢上按集合的包含关系定义一个半序.

如果｛Aa,a € A｝是尢的一个全序子集，令兔=UaeAXa,则易

知A eX.于是由集合论中著名的Zorn引理知，尢有一极大元

A往证A = ＜r(X).事实上，如果A丰＜7(4),则久不是＜7代数,

因为”(人)是包含山的最小/代数.令b = ｛aqbc\a,b eA6｝.

M = 3巧，则川为E上的一代数，且A黑因为如果相等就可 

证明広是一 ＜7代数.对每个B €瓦,我们选取一个叙列(Bn) c X,

使得Bn ； B,且令

歹(£) = lim sup /z(Bn).
仇一＞oo

则容易看出KB)可以扩张成为｛Mp,Pe V｝在A!上的一个统一 

版本.这表明灯w昭这与広是极大元矛盾.定理证毕.

下一定理是Daniell-Stone定理的随机版本.

4.7.6定理 令(Q,兀“)为一随机空间，其中M如(4.7.1)式 

给出，兀为E上的一向量格.假定存在％+中一处处单调上升于 

1的序列，则对H上的任一 M随机Daniell积分T,存在＜7仇)上 

的一 M 随机测度“，使得 /i(/) = T(/),Af-a.e., V/ € H.

证对每个固定的F € P, T可视为咒上的P随机Daniell 

积分.在Daniell-Stone定理的证明中用将在第7章定义7.5.1给 

出的ess.inf和ess.sup代替inf和sup,可以证明：存在＜7仇)上的 

一 P随机测度必，使得MP(/) = T(/),F-a.e., V/ € H.因此，由 

定理4.7.5知，为了证明定理的结论，只要证明存在生成＜7(咒)的
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一代数A使得｛mp, P eV｝在A上有一个统一的版本令

珥=｛/ |3/n e 兀+,使九?/｝, ｛AcE \ia e 珥｝・

对每个我们选取一个序列(九)c冗+,使得fn ； /,且令

r*(/)-limSupT(/n),
n—>00

2?i = ｛A eP|T*(/a) < oo,JV-a.e.｝.

则(pl)a = Q,并由引理3.5.7知<r(Q)= 畑.令

C — ｛A n Bc |j4, B € 2^｝, X — Cs/•

则山为E上的代数，且有<7(X) = <7仇).令

77(4U), A eV,
> 

则易见M为｛MP,P€ P｝在Q上的一个统一版本.设CeC,C = 

AQB^A.B e V.任取 An e Pi,n > 1,使得 An t A.对一切 

FeP,显然有

“p(c)= lim /ip(AnnBc) — lim [/j,P(An) -/ip(AnOBc)], P-a.e., n—>00 n—>oo

于是若令

“(C) = limsup[/7p(An) 一 TLp(An n Bc)],
n—>00

则如此定义的M是Ap、P € P｝在C上的一个统一版本.从而M 

可唯一地延拓到X上成为｛“p,P € P｝在A上的一个统一版本. 

定理证毕.

4・7・7定义 设(Q,丁,M)为一由概率族P确定的随机空间， 

其中M由(4.7.1)给出.又设(£,£)为一可测空间.称从(Q, 丁)到 
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(EQ的两个核Ki和&是“等价的，如果存在N € M,使得 

对每个 3C°\N,有 Ki(3, •) = &(3, •)成立.

4.7.8定义 设(Q,兀M)为一随机空间，其中"由(4.7.1)给 

出.

⑴设“为(EQ 上的Af随机测度.如果存在从(Q,丁)到 

(E, £)的一个核K和N € M,使得对每个3C0\N,对一切Aee, 

有K(s A) = “(4)3),则称K为“的核表示.

(2)设咒为E上的一向量格，T为咒上的"随机Daniell积 

分，如果存在从(2丁)到(E,®的一个核K,使得对一切/€«, 

有T(f) = 则称K为T的核表示.

在概率论和马氏过程理论中，构造概率转移核是一个重要问 

题.一个自然的问题是：在什么条件下咒上的M随机Daniell积 

分有核表示？为了回答这一问题，我们首先给出"随机测度有核 

表示的一个充分条件.

4・7・9定理 设为一随机空间，(EQ为一可分可测 

空间，M为(E,£)上的N随机测度.如果存在E上一紧类Q U £, 

满足如下条件：(1)对任何(EQ上的有限测度-对一切AeS, 

有

z/(4) = sup{i/(C) : C c A, C € Q};

(2)Px包含生成£的一可数代数/ = 41*2,…,则“有核表示， 

且在"等价意义下是唯一的.

证 不妨假定M为有限N随机测度.对每个i > 1,选取 

Q"中的一列元素{c^,k > 1},使得 5 单调上升趋于Ai，令 

C = 儿为由AUC生成的代数.于是存在N

使得对每个3 € Q \ N, “(E)3) < oo,且“(•)(•)为有限可加的. 

由于C u *41,且有

“(4)3) = sup{“(c)(3): CcA.CeC}, VAe A 
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于是由引理4.5.3知，对每个3 W 0\N, “(•)(•)可以扩张成为 

(EqG4)) = (E,£)上的一有限测度，记为对3 E N,令 

K3J为零测度，则K为从(Q")到(E，G的一个核，且由单 

调类定理知，K是随机测度“在(E,®上的限制的核表示.定理 

证毕.

基于这一定理，由Daniell-Stone定理的随机版本立刻得到如 

下的

4.7.10定理 设为一随机空间，其中"由(4.7.1) 

给出，冗为E上的一向量格.令£ = <7仇).假定(E,®满足定 

理4.7.9的条件，且存在咒+中一处处单调上升于1的序列，则H 

上的任一 M随机Daniell积分都有核表示，且在M等价意义下是 

唯一的.

习题

4.7.1设(Q,严,P)为一概率空间，力为E上的一代数，"为力上 

的一有限P随机测度.则M可以唯一地扩张成为<r(X)上的P随机测度.
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第5章 Hausdorff空间上的测度与积分

5.1拓扌卜空间

本节介绍拓扑空间的一些基本概念和结果，这是为本章其余 

各节作准备的.这里我们已假定读者熟悉有关距离空间的概念和 

基本结果.

5.1.1设X为一非空集合，G为X的一子集族.如果

且g对有限交及任意并运算封闭，则称g为x的一个拓扑，称序 

偶（x,g）为拓扑空间.当拓扑g自明或无需指出时，直接称x为 

拓扑空间.g中的元素称为开集.设f为x的一子集，若其补 

集fc为开集，则称f为闭集.我们用丁表示x中的闭集全体， 

则厂对有限并及任意交运算封闭.

5.1.2设（x,g）为一拓扑空间，3为9的子类，如果g中 

每一元素都是b中某些元素的并，则称b为拓扑g的基.若有g 

的可数子类B成为拓扑Q的基，称（X&）为具可数基或满足第 

二可数性公理的拓扑空间.

若集类q中元素的有限交全体Vof为拓扑g的基，则称d 
为拓扑g的子基.

5.1.3设（X, 6为一拓扑空间，Y为X的一子集，令gY = 

{GCY| G € g},则S为Y的一个拓扑，我们称（Y,S）为（x,9） 

的（拓扑仔空间，称拓扑Gy为由拓扑G在犷上诱导出的拓扑.

5.1.4设（x,g）为一拓扑空间，4为X的一子集，称包含 

A的最小闭集为A的闭包，并以A记之；称含于A的最大开集为 

4的内核，并以4。记之.令dA = A\A°,称34为4的边界.容



易证明:

AUB = AUB, （4 Q £）。= 4。Q £。，（X°）c =不. （5.1.1）

5.1.5坟（x,g）为一拓扑空间.设Vex,称V为龙的 

一个邻域，如果存在U & g,使© € u U u；如果U是开集，称V 

为龙的一个开邻域.点龙€ X的所有邻域构成的集类称为点爼的 

邻域系，记为%.

设必为仏的子类，如果对每一 u e ux.存在u €几，使 

Veu,则称几为点龙的邻域系的基（或局部基）.若X中的每个 

点有可数局部基，则称X满足第一可数性公理.满足第二可数性 

公理的空间必满足第一可数性公理.

5.1.6 设（X&）为一拓扑空间，4为X的一子集.如果 

A = x,则称4在X中稠密.若X有可数稠子集，则称X为可 

分（拓扑）空间.满足第二可数性公理的空间必为可分空间.

5.1.7设力为X上一集类，P为X的一子集.如果EU 

Uaea^则称A为〃的一个覆盖•若山为可数或有限类，分别称 

A为E的可数或有限覆盖.若山是方的覆盖，儿是山的子类 

且也是B的覆盖，则称儿为山的（关于B的仔覆盖.

5.1.8设（X&）为一拓扑空间，如果X的每一开覆盖都有有 

限（相应地，可数）子覆盖，则称X为紧空间（相应地，Lindelof 

空间）.设K为X的子集，若K的每一开覆盖都有有限子覆盖， 

则称K为紧集.如果X的每个点有一紧邻域，则称X为局部紧 

空间•如果X可表为紧集的可数并，则称X为＜7紧空间.紧空间 

中的闭集必为紧集.但在一般拓扑空间中，紧集未必是闭集.

5.1.9设（x,g）为一拓扑空间，令△为任一不属于X的元 

素，令 X^=JCU{A},令 其中

0 = {E C I X^\E为X的紧闭集},
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则（Xi"）为紧拓扑空间，（x,g）为其子空间.我们称（Xi"） 

为（x,g）的单点紧化.

5.i.io设（x,g）为一拓扑空间，如果x的任意两个不同的 

点龙及9都可以用两个不交开集卩及V分离（即龙€€ V,且 

£/ n V = 0）,则称 X 为 Hausdorff 空间.如果 X 是 Hausdorff 空 

间，且任意两个不交闭集可用两个不交开集分离，则称X为正规 

空间.在一 Hausdorff空间中，紧集必为闭集.

5.1.11设（X,g）及（Y,%）为两个拓扑空间，f:X^Y为 

从X到Y的一映射，若厂】仇）c g（即开集的原象为开集），则称 

f为连续映射.设” € X,若f（x）在y中的任意邻域W的原象 

厂i（w）为工在x中的邻域，则称/在点”处连续.

设f :X — Y为X到Y上的一对一映射，若/及厂1都是 

连续映射，则称/为从X到y上的同胚映射.如果在两个拓扑空 

间中存在同胚映射，则称这两个拓扑空间同胚.

5.1.12设X为一拓扑空间.函数「XT （-oo, +oo]称为 

下半连续的，如果对每个实数a, [f > a]为开集；称函数f ： X T 

[-oo,+oo）为上半连续的，如果-f为下半连续.上（下）半连续函 

数为Borel可测.

显然，既下半连续又上半连续的函数为连续函数，反之亦然. 

此外，一族下半连续函数的上端为下半连续函数，一族上半连续函 

数的下端为上半连续函数.

5.1.13定理（Dini定理）设X为一紧拓扑空间，人为X 

上的一列非负上半连续函数，且则九一致收敛于o.

证V^>0, Gn = {x|九仗）< 4为覆盖X的单调非降的开 

集列.由于X为一紧拓扑空间，故存在某N,使X = Gn・于是 

Vn>7V,有X = G”这表明fn 一致收敛于0.

5.1.14 设f为拓扑空间X上的实值函数.称集合© € 
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x I f(x)丰0}的闭包为f的支撑，记为supp(Z).若supp(/)为紧 

集，则称子为具紧支撑的.

5.1.15为方便起见，我们引入下列记号：设X为一拓扑空 

间，我们分别用g、丁及应表示x中的全体开集、全体闭集及 

全体紧集所成的集类.我们用色表示g中元素的可列交全体，用 

乙(心)表示厂(Q中元素的可列并全体.Q6中的元称为06集， 

兀中的元称为馮集，心中的元称为心集(或称为<7紧集)•此 

外，我们用C(X)、Cb(X)及Cc(X)分别表示X上的连续函数、 

有界连续函数及具紧支撑的连续函数全体.

5.1.16引理(Urysohn引理)设X为一正规空间，E及 

F为X的两个不交闭子集.则存在X上的一连续函数/,使得 

0</<1,且/在E上取值为0,在F上取值为1.
777

证令D为区间(0,1)中二进小数全体(即D = {莎11 S 

m < 2n,n- 1,2,•••}),由X的正规性，存在不交开集6/2及％/2 

使E U内/2,F C V1/2.由于⑰2为闭集，且S/2 C %%，故 

C/1/2 CV7/2C 因此我们有 E C 6/2 c U1/2 C F=同理，存

在开集6/4及S/4使得

E C 171/4 c 171/4 c 1/1/2, Ul/2 C S/4 C 厂3/4 C FC.

由归纳法知，存在一族开集{Ur}reD,使得

E C Ur cUr c us CUS G Fc, r < s, r.s e D.

令

f(x\ = ［「 咗 Ur
I inf{r | x € Ur},龙 € S

则0 </< 1.显然子在E上为0,在F上为1.往证f为连续函
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数.设OSa<l,O<0Sl,我们有

L([O,0))= U®
r</3

广 1])=厂 1([0, Q])C = ( p| =( p| 久)c
r>a r>a

这表明厂1([0,0))及厂为开集，从而对0 V Q < 0 < 1, 

子—1(@,0))也为开集.但[0,0), 3,1]及@,0)这三种类型开集全 

体构成[0,1]的基(即[0,1]作为一拓扑空间，其中开集都可表为这 

三类开集的并)，故/为连续函数.证毕.

5.1.17定理(Tietze扩张定理)令X为一正规空间，E为 

X的一闭子集，如果/为定义于E的一有界实值连续函数(E按 

X诱导出的拓扑为一拓扑空间)，则存在X上的有界连续函数g, 

使g在E上的限制为/,且使sup底* |g@)l = sup底e l/(^)l-

证 不妨假定 sup 厅3)1 = 1.令 E. = [f< -|], F^[f> j], 

由Urysohn引理，可取X上的一连续函数gi使得-* S gi S 

且6在E1上为-壬，在珂上为这时显然有

2
1/(^) - gOI < ^, Vx € E.

依归纳法，可取x上的连续函数g2,g3,…，使得\gn\ < 2—1/3匕 

且有
n 2

1/3)-刀4(R)I <(3)n，W e E.
i=l

令9 - ES1 则g即为满足定理要求的连续函数.证毕.

下面我们研究局部紧Hausdorif空间的性质.

5.1.18引理 设X为一 Hausdotff空间，K及厶为X的两 

个不交紧子集，则存在x的两个不交开子集U及V,使得K C 

U,LuV.
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证 不妨设K及厶皆非空.首先任意取定某xeK,则对任 

何9 €厶存在不交开集久及⑰，使龙G Uy.y €匕，由于厶为紧 

集，故存在二•，9九€厶使厶uU：i%厂令

n n

Ux^Quyi1 s =
i—1 i—1

则久和匕为不交开集，且XEUX1LCVX.对每个xeK,我们可 

以找到这样的一对开集.由于K是紧集，故存在衍,…厲祝€«, 

使KU(J亀％•令

m m

u = \JuXi1 V=(\VXi,

i=l i=l

则KCU.LCV,且卩和U为不交开集.证毕.

作为该引理的一个推论，我们有如下命题.

5.1.19命题 紧Hausdorff空间为正规空间.

5J.20命题 设X为一局部紧Hausdorff空间，K为X的 

紧子集，U为包含K的一开集，则有如下结论：

(1) 存在开集y,其闭包为紧集，使得

KeV cVcU；

(2) 存在一具紧支撑的连续函数/,使得supp(/) U S且％ S 

f<Iu；

(3) 如果K €弘则⑵中的子在/上可取为< 1;

(4) 存在紧集Ki及开集6,使得Ki €弘1/1为/中紧集的 

可列并，且使KuSuKiUU.

证(1)设x E K，由于X的局部紧性，存在龙的开邻域 

wx,其闭包为紧集.不妨设Wx c u,对紧集 w 及丙点阴 应用 

引理5.1.18,存在不交开集匕及旳，使』€旳，匝A叽C匕.令
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S = 由于Vicv^，故易知vxnuc = 0,即兀uu.显然

応4,且西^为紧集.由于K是紧集，故存在衍,…，％WK,使 

KuU：］匕厂令卩= 则匸为紧集，且KCVCVCU.

(2)令U为 ⑴中的开集，作为子空间，17为紧Hausdorff空 

间，从而为正规空间.由Urysohn引理，存在卩上的连续函数g, 

使0 s g S 1,且g在K上为1,在v\v为0.令

/(^)=
(g@),
I o,

x € V,
x € X\兀

则/在卩上连续，在x\卩上为0(从而连续).由于▽及x\v为 

闭集，且vu(x\y)= x,故/在x上连续.显然有iK<f< Iu, 

且 supp(/) CV CU.

(3)令V为(1)中的开集，设K e g6,则存在一列下降开集 

<^nC V,使得An Gn = K.由(2),存在连续函数九，使0 S九S 1, 

且九在K上为1,在G：上为0.令

OC ]

f =工而儿 
n=l厶

则f为连续函数，o S S 1,且才在K上为1,在KC上< 1.此 

外有 supp(/) GV GU.

(4)由(1)不妨设U为紧集，令/为(2)中的函数，使得0 < 

/ <1, /在K上为1,在卩°上为0.令

1 °° 1 1

n=l

1 °° 11
s = = Uw㊁十补

n=l

则心及U\满足⑷的要求
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5.1.21引理、设X为一 Hausdorff空间，K为X的一紧子 

集，6及6为X的开子集，使得KCU±U 6,则存在紧集Ki 

及心，使得 K = K1UK2,K1CU1,K2CU2.

证 令L\= K\UuL2 = K\U2,则S和L2为不交紧集. 

由引理5.1.1&存在不交开集匕及旳，使Vi D L^V2 d L2.令 

Kr = K\VuK2 = K\V2,则易证Ki及K2满足引理要求.

5.1.22命题设X为局部紧Hausdorff空间，f e Q(X), 

召…，％为X的开子集，使得supp(/) C UL1 5.则存在Cc(X) 

中的函数使得f = h + 九，且supp(托)cUi.l < 

i < n・进一步，若/非负，则每个fi也可取为非负.

证 由归纳法，只需考虑冗=2情形.由引理5.1.21,存在紧 

集Ki及仏使supp(/)二Ki U 口心C U* C U2.由命题 

5.1.20(2),存在 huh2 e Q(X),使得

iKi <hi< IVi , supp(Zii) C Ui. i = 1, 2.

令6 = hi,g2 = h2- (hi A h2),则gi及g2非负，其支撑分别含于 

U\ 及 U2,且在 supp(/)上，gi(x) + g2{x) = h^x) V h2(x) = 1.最 

后，令 fi = f9i^ = 1,2,则子=丘 + /2,supp(/i) C Ui.i = 1,2.证 

毕.

5.1.23命题 设X为一局部紧Hausdorff空间，心,…，心 

为X的不交紧子集，an---,an为实数.则存在一具紧支撑的连 

续函数人使得：

(1) /(^) = %,如果 X e Ki, i = 1, • • • ,n;

(2) H/lloo = max{|ai|,---,|an|},其中 IMIoo^sup底x l/(^)l-

证 由引理5.1.18不难归纳证明：存在不交开集U\,・.・,Um

Ki G Ui.l < i < n.由命题 5.1.20(2)知，对每个 i,存在 fi e 

cm 使得 iKi <fi< Iu^ 令 2 EL18仏 则 f 
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满足命题要求.证毕.

5.1.24系 设X为一局部紧Hausdorff空间，K及L为 

X的两个不交紧子集，则存在两个不交的兀开集U及卩，使得 

K CU.LCV.

证由命题5.1.23,存在/ € C/X）,使0 Sf"且于在K 

上为1,在厶上为0.令

r

 

一
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r
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■

1
 - n 

1
 - n 

+
 

-

1
 - 2
 

1
 - 2
 

>- 

<- 

/
 

/
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1
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1
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>
 

<
 

/
 

/

-
 

-

则u及卩为兀开集，unv = 0,且17 DK, UZ）乙证毕.

5.1.25引理 设X为一局部紧Hausdorff空间，K为X的 

一紧子集，U\,...,Un为X的开子集，使得K C UL15・如果 

K 6弘则存在g6紧集K1,•…，K小使得Kz C UJ < i < n, _&

证 由归纳法知，只需对n = 2情形证明结论.令厶1 = 

K\U\,L2 = K\U2,则厶1和厶2为不相交紧集.由系5.1.24知， 

存在不相交兀开集匕及％，使兀D G, V, D L2.令Ki = 
K\VuK2 = K\V2,则Ki及K2满足引理要求.证毕.

5.1.26定义 设（X, p）为一距离空间.令4为X的一子集. 

称A为有界集，如果supx yeAp（x,y） V oo；称A为全有界集，如果 

V*〉0,存在X的有穷子集B,满足如下条件：V” B,

使P（^y） < £；称4为列紧集，如果A中任一点列在X中有一 

收敛子列.X中的一点列（xn）称为基本列（Cauchy列），如果 

p（xn,xm） T 0, T oc.称距离空间（X,p）为完备的，如果X 

中的任一基本列皆收敛.

注意：完备性概念不是拓扑概念.一个完备距离空间可以改赋
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以一等价距离变成非完备的.

5.1.27定理(Baire定理)设X为一完备距离空间或局部紧 

Hausdorff空间.令(％)为一列在X中稠密的开子集，则其交集 

也在X中稠.

证我们只对完备距离空间情形证明，将另一情形的证明留给 

读者.任取X中一非空开集Bo,则存在一半径小于1的开球 

使得Bo.由归纳法，对每个n>l,存在半径小于1/n的 

开球 使得BnCVnH 令K = n^Li瓦,Bn的球心％构成 

x中的一基本列，从而收敛于X中某一点©显然有© W K.但 

k c k,于是Bo与nXi k的交非空.这表明nXi %
在X中稠.

5.1.28定义 设(X,9)为一拓扑空间，4为X的一子集•如 

果(3)° = 0,则称4在X中无处稠密.称空间X为第一纲的，如 

果它可表为可数多个无处稠密集的并.称空间X为第二纲的，如 

果它不能表为可数多个无处稠密集的并.

由(5丄1)推知，一集合4为X中无处稠密集，当且仅当(A)c 

在X中稠.

5.1.29定理 完备距离空间或局部紧Hausdorff空间为第二 

纲的.

证 我们用反证法来证明定理.设X为一完备距离空间或局 

部紧Hausdorff空间，假定它是第一纲的，即它可表为一列无处稠 

密集(缶)的并.令％ = (X)c,则(％)为一列在X中稠密的开 

子集，从而由Eaire定理知，它们的交集也在X中稠.于是有

X = nnK = nn(An)c = (unAn)c.

另一方面，由假定UnAn = X、故由(5.1.1)式得

(UnAn)c = = 0.
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这导致矛盾.定理证毕.

习题

5.1.1试证：（1）紧空间中每个闭集为紧集；（2） Hausdorff空间中 

的紧集为闭集（提示：利用引理5.1.18）;⑶含于一紧集的闭集为紧集.

5.1.2设X和Y为拓扑空间，人为X到Y中的连续映射，K为X 

的紧子集，则为Y的紧子集.设X为一紧空间，Y为一 Hausdorff 
空间，子为X到Y上的一对一连续映射，则子为X到Y上的同胚映射.

5.1.3设X和Y为拓扑空间，令円,…，凡为X的闭子集，使得 

X = 用•设子为X到Y中的一个映射，若/限于每个Fi为连续,

则子在X上连续.

5.1.4证明5.1.9,并证明：为要一拓扑空间X为紧空间，必须且只需 

单点集{△}是单点紧化X U {△}中的开集.

5.1.5设X为一局部紧Hausdorff空间，F为X的一闭子集或开子 

集，贝I」作为X的子空间，F是局部紧Hausdorff空间.

5.1.6 （Lindelof定理）具有可数基的空间为Lindelof空间.

5.1.7设X为一距离空间，则下列三个断言等价：（1）X具可数基； 

⑵X为可分的；（3）X为Lindelof空间.

5.1.8具有可数基的局部紧Hausdorff空间必为<7紧空间.（提示： 

利用Lindelof定理.）

5.1.9设X为一 <7紧的局部紧Hausdorff空间，则存在一列&紧集 

心，使Kn G K：+1, n> 1,且X =（X （提示：利用命题5.1.20⑷.）

5.1.10 （Urysonh嵌入定理）具有可数基的正规Hausdorff空间必同 

胚于Hilbert空间R*的某一子空间.这里R°°={3i,恋,…），血€ R, i > 
1,工Xi就< oo},内积3, y）为：@ y）=工Xi Xiyi，（提示：分以下三个步 

骤证明定理：⑴设c为X的可数基（假定0$C）.令A = {（U,V）\U,V e 

C^UcV},将山的成员排列为：（S,H）,（S,S）,….由Urysohn引理， 

对每个。> 1,存在连续映射扎：X T [0,1],使托在厂上为0,在厂上 

为1.⑵ 在X上定义映射：f（x）=（子的）,訂2（龙）,訂3（龙）,…），证明/ 

为X到R*中的一对一连续映射.（3）证明对X的每一开集是
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MX)的开集.)

5.1.11具有可数基的局部紧HausdoHf空间X必可距离化(即其拓扌卜 

可由一距离引出).(提示：X的单点紧化X U {△}仍具可数基.)

5.1.12距离空间中列紧集是全有界集，完备距离空间中的全有界集为 

列紧集.

5.1.13距离空间为紧的，当且仅当它是全有界的和完备的.

5.2局部紧H&usdorff空间上的测度与Riesz表现定理

设X为一拓扑空间，我们用Cc(X)表示X上具有紧支撑的 

连续函数全体.易知Cc(X)为一向量格(见定义4.6.1).本节将用 

Daniell积分研究当X为局部紧Hausdorff空间时Q(X)上的正线 

性泛函的积分表示(即Riesz表现定理).

首先，我们研究拓扑空间上由某些集类生成的<7代数及它们 

之间的关系.

5・2・1定义 设X为一拓扑空间.令

= {f 13fn e Cc(X)+,使九 T

oc = {Ccx\ Ic e CC(X)X},

称Oc中的元素为Cc(X)开集.类似定义C(X)开集及Cb(X)开 

集.

由引理 3.5.7(6)知，我们有 <7(0c) = a(Q(X)).

当X为局部紧Hausdorff空间时，下一命题给出了 Cc(X)开 

集的一个刻画.

5.2.2命题设X为一局部紧Hausdorff空间.则X的一子 

集为C/X)开集，当且仅当它为心开集特别，我们有。(心开 

集)f(Cc(X)).

证 设G为Cc(X)开集.依定义 存在Cc(X)中一列非负函
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数fn单调上升趋于lG・于是我们有
OO OO [

G = U [九〉0] = U [九违】g •

n=l n,k=l

反之，设G为一心 开集，即G = UXl^n,其中每个Kn为紧 

集 由命题5.1.20(2),对每个n,存在fn € Q(X),0 < /n < 1,使 

fn 在 Kn 上为 1,且 supp(/n) C G.令 gn = V? 则 gn e Cc(X), 

9n t Ig.于是G为Cc(X)开集证毕.

523命题设X为一局部紧Hausdorff空间，则有<r(Cc(X))= 

^8紧集).

证设f e Cc(X),则对一切aeR,
OO - ]-

Lfna]=p)f > d--- € %
1 1 nn—1 1- 」

故[f>a]为/紧集，从而gQ(X)) C a(0s紧集).反之，设K 

为Qs紧集，则由命题5.1.20(3),存在/ € Cc(X),使K = “ = 1], 

故有 ^8紧集)U "(Cc(X)).证毕.

5.2.4定义 设X为一拓扑空间，由全体开集生成的/代数 

称为Borele代数,记为3(X).3(X)中的元称为Borel集 由全体 

06紧集生成的。代数称为强Baire a代数记为民(X). Ba(X)中 

的元称为强Baire集.使全体连续函数为可测的最小。代数称为 

Baire a代数记为3°(X).3o(X)中的元称为Baire集.

5.2.5命题设X为一局部紧Hausdorff空间，则每个强Baire 

紧集为心集.

证 设C为强Baire紧集，由于凤(X)=。⑼紧集)，故存在一 

列G紧集(G),使C € "(6, ©，…兀习题1.2.3).由命题5.1.20(3), 

对每个叫存在fn € Q(X),使0 S九S 1,且G = [fn = 1].令
OO

gy)=工亦I九仗)一九("“•
71=1
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对每个X E X,令[龙]={9 € X I d{x,y) = 0},则圍是x的等价 

类，其等价关系是：x〜y当且仅当"3,9)= 0.令戈表示等价 

类全体，在戈上定义距离d:

d@]，【9]) =

则(元6)为距离空间•令火)=园.设『〉0, E = {[y] | S([y],[x]) < 

讣则L'(E) = {y\ d(y.x) < r}为X中的开集(因〃(•,£)为X 

上的连续函数).由习题5.1.2, //(C)为文的紧子集.由于X是距 

离空间，rj(C)为龙中的/集，即tj(C) = AXi On,其中每个 

戈为龙的开子集.令6 =广】(戈)，则4为X的开子集，且 

0 =介罷10小即C为/集.证毕.

下面我们研究Cc(X)上的正线性泛函的积分表示.为此，我 

们先回顾Daniell积分的定义(见定义3.6.3).设X为一拓扑空 

间，Q(X)上的一线性泛函I称为正的，如果f e Cc(X),/>0=> 

/(/) > O.Q(X)上一正线性泛函I称为Daniell积分，如果

fn E Q(X), A > 0, /n ； 0 => lim 7(/n) = 0.
n—>00

526引理 设X为局部紧Hausdorff空间，I为Cc(X)上 

的一正线性泛函，则I为Cc(X)上的Daniell积分.

证设九 € Q(X),九 > 0,九 J 0,令 Si = supp(A),则 

supp(九)U Si•由Dini定理(定理5.1.13), fn在®上一致趋于0, 

从而在X上一致趋于0.因此，对给定e > 0,存在自然数N,使 

当n > N时，fn(x) < £,对一切x e X成立.另一方面，由命 

题5.1.20(2),存在g G Cc(X),0 < g < 1,使g在“上为1.于是当 

n>N,我们有fn < eg,从而有I(fn) <刃(g).由于e〉0是任意 

的，故lim /(/n) = 0,这表明I为Q(X)上的Daniell积分.
n—>oo

5.2.7定义 设X为一拓扑空间，4为一子集.称4为有界 
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集,如果存在一紧集K,使KDA;称4为e有界集，如果存在一列 

紧集(心),使AulXLiKm

下一定理的第(2)部分是所谓的Riesz表现定理(也见下面的 

定理 5.3.2).

5.2.8定理设X为一局部紧Hausdorff空间，I为Cc(X) 

上的一正线性泛函.则有下列结论：

(1)存在B(X)上的唯一测度“1,满足如下条件：

(1) Cc(X) C 且行 W Cc(X),有 1(f)=呦(门;

(ii)对任意。有界开集O,有

“1(0) =sup{“i(K)| K GO.KelC}. (5.2.1)

对一切Borel集4,有

如⑷=inf{“i(O), ODA O 为/有界开集}• (522)

此外，对任一紧集K,有m(K) < oo.
(2) 存在3(X)上的唯一测度畑满足如下条件：

(i) Pc(X) C D(X, 3(X),恋),且行 € Q(X),有 1(f) = M2(/)；

(ii) '对任何开集O,有

“2(O) = sup{“2(K) \ K CO. K ElC}, (5.2.3)

对一切Borel集4,有

恋(4) = inf{“2(O) \ O Z) A, O EG}. (5.2.4)

此外，对任一紧集K,有“2(K)<oo.

证 我们分别用5及Qi表示Q(X)开集及<7有界开集全 

体.显然有C^i,且5和$对可列并及有限交封闭.令

(O) = sup{/(/) I f e Cc(X),0 < f < l,supp(/) C(9}, O e 01,
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“；(4) = inf{“*(O) | ODA.Oe 0i}, 4 U X.

往证加为X上的外测度.设Q W 5,i = l,2r...若f W 

Cc(X),0 < / < 1,且 supp(/) C U葺 1 O讥则存在 n；使 supp(/) C 

ULi 故由命题 5.1.22,存在 fi e Cc(X),l < i < n,使得 

o < /i < 1,/ = A + • • • + /n,且 supp(托)C Oi，因此我们有

n n <x>

/⑺= £/(/.) < 刀< 工“；(OQ.
i=l i=l i=l

于是有
oo oo

“；(U°JS 刀“;(O小

i=l i=l

由于Qi对可列并封闭，故由命题143易知庄为X上的外测度 

再证每个Borel集为加可测集.为此，只需证每个开集为加 

可测集.设卩为一开集，由引理145知，为证卩为庄可测集， 

只需证：对一切O €6,有

“;(O) > “;(O Q 卩)+ “；(O Q Vc). (525)

下面证明这一事实.不妨设从而£(OQU)Voo・由 

于OQU € 6,依定义，对给定5>0,存在九€ Q(X),0 < A < 1, 

supp(A) UOQ 卩，使得/(九)n“f(OQU)—£.令 K = supp (九)，则 

OHKce 51,故存在 h e Cc(X),0 <f2< l,supp (/2) U O Q KC, 

使得 /(/2) > 加(o n Kc) - 5.由于 O Q Z) O Q vc,故 /(/2)> 

加(O u vc) - 5.令 f = fl + /2,则 f e Cc(x),o < / < 1,且 

supp(/) C O.因此有

応(O) > 1(f) = 1(/1) + /(/2)> “;(O Q 卩)+ “;(O n 卩C) — 2°

不等式(525)得证.
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现令为/4在3(X)上的限制，往证v/ e Q(X),有1(f)= 

“1("首先，由 Daniell-Stone 定理(定理 368)知，存在 a(Cc(X)) 

上的测度“，使对一切/ e Q(X),有1(f)= “(门.下面先证对一 

切Cc(X)开集O,有“(O) = “1(0).设O是CQ)开集，则存在 

fn e Cc(X\n 2 1,使 0 <AT Io,于是 Kn=[fn > -]TO,Kn 为 
n

紧集.由命题 5.1.20(2),存在 gn e Q(X),使 IKn < gn < I。,且 

supp(弘)C O •由于O € 5 U 于是有

“(O) = sup“(KJ < sup“(gj = sup I(gn) < (O) = “i(O)・
n n n

另一方面，由加的定义易知“；(o)< “(o),故“(o)= “i(o).现 

设 f W Cc(X)+,令

则/nt/,且M >島]为Cc(X)开集，于是我们有

1且 k
z(门=M(/) = nlim MA) = nlim -£“心 > 莎］) 

k=l

1且 k
=恋。莎刀“1(［八莎］)=nlim ^(/n) = 〃iCf). 

k=l
仇TOO

现在证明(521)式.设O G 令f C Q(X),0 < f < 

l,supp(门 C O,则 /(/) = Mi(/) < Mi(supp(/)),故(521)式得 

证.

下面证明满足条件⑴及(ii)的测度唯一性.设另有测度“满 

足(i)及(ii),则V/ e Q(x),有巩力=/(/)=込(打.设O € 则 

对任何紧集 KCO,存在 / € Q(X),使 ％ S S Io, supp(/) c 0.
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故有

y{O) = sup{巩K) \ K c O,K E1C}

< sup{i/(/) I f e Cc(X),0 < / < 1, supp(/) C O}

=sup{l(/) I f e Cc(X),0 < / < 1, supp(Z) C O}

< “1(0)

二 sup{“i(K)| KCO, Ke K：}

< sup{/Z!(/) I f e Cc(X),0 < / < 1, supp(/) C O}

=sup{i/(/) I / e Cc(X),0 < / < 1, supp(/) C O}

< 2).

于是有巩o)= “1(0).从而由(5.2.2)式知：巩A)=卩1(4),对一 

切A € 5(X)成立.唯一性得证.最后，设K为一紧集，由命题 

5.1.20(2)知 “i(K) < oo.

综上所证，(1)得证.(2)的证明完全类似(在定义遍时用 

C代替01).

529注 由加及坨的定义易知，我们有“1 >畑 此外，

由命题5丄20⑷知：(5.2.1)式及(5.2.3)式分别等价于

“1(0) = sup{“i(K) \ KCO.K 为/ 紧集},

“2(O) = sup{“2(K) \ KCO.K 为/ 紧集}.

最后，若X为<7紧的，则“1=畑

习题

5.2.1 设 X 为一拓扑空间，则 <t(C(X)) = <t(6(X)) G <7(& 闭集).

5.2.2设X为一正规拓扑空间，3o(X)为Baire <7代数“为3°(X) 
上的一 <7有限测度，贝I」：
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(1) 3o(X) = a(5s 闭集)；

(2) 为要G为咒开集，必须且只需存在一非负有界连续函数/,使得 

G = [f> 0];
(3) 对一切 A € 3°(X),有

“(4) = sup{/i(B) | B C A, B 为 6 闭集}.

若进一步M为有限测度，则对一切A C 3°(X),还有

“(A) = inf {/i(G) \ GDA,G 为兀开集}.

5.3 Hdusdorff空间上的正则测度

5.3.1定义 令X为一 Hausdorff空间，B(X)为其Borel。代 

数，A D 为X上的<7代数，“为点上一测度.称“为内 

正则的(相应地，强内正则的)，如果对每个开集(相应地，山可测 

集)0,有“(O) = sup{“(K) \KCO,K为紧集};称“为外正则的, 

如果对每个4 €儿有“(4) = inf{“(O)丨O 4,0为开集}.既内 

正则又外正则的测度称为正则测度.

设“为一 Hausdorff空间上的正则测度.若对一切非负f 6 

Q(X),有Mf) < oo,则称“为Radon测度.若“为一局部紧 

Hausdorif空间上的正则测度，则由命题5.1.20知，“为Radon测 

度，当且仅当对一切紧集K,有“(K) < oo.

由定理5.2.8(2)立刻推得下述定理.

5・3・2定理 设X为一局部紧Hausdorff空间，则3(X)上的 

Radon测度与Q(X)上的正线性泛函之间有如下一一对应关系： 

设“为3(X)上的Radon测度，令
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则S为Q(X)上的正线性泛函.反之，Q(X)上的正线性泛函 

必具有这种形式.

5.3.3定理 设X为一拓扑空间，9及厂表示X的开集类 

和闭集类，“为上的/有限测度.若每个开集为兀集，则 

对每个A e 3(X),有

“(4) = sup{“(F) | F C F e T7}. (5.3.1)

若进一步“为有限测度，则对每个a e 5(X),还有

“(4) = inf{/z(G) \ Gd A, Ge Q}. (5.3.2)

证 由于于b =匚 故由定理163及命题164推得定理的结 

论.

5・3・4系 设X为一距离空间，“为3(X)上的一有限测度 

则对一切A e 3(X), (5.3.1)式及(5.3.2)式成立.

证 由于距离空间中每个开集为兀集，故由定理5.3.3立得 

系的结论.

5.3.5定理 设X为一 Hausdorff空间，A为包含3(X)的 

一/代数，“为山上的正则测度.若4€人且“(4)<oo,则有

“(4) = sup{“(K) | K U 4, K € /C}. (5.3.3)

证 对任给£〉0,存在开集V D A,使“(U) < “(4) + £.取 

紧集LCV.使认L) > “(卩)—5.由于^V\A) < 5故有开集 

w D卩\4,使“(W) <£.令K = L\W,则KcA为紧集，且有

“(K)= “(厶)-“(厶 AW) > “(卩)-25 > “(4) — 2®

故有(5.3.3)式.

下一定理表明：有限测度的正则性与强内正则性等价.
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5.3.6定理 设X为一 Hausdorff空间，A为包含B(X)的 

一。代数，“为人上的有限测度.则“为人上的正则测度，当 

且仅当“是强内正则的.

证 只需证充分性.设“是强内正则的，这蕴含“的内正则 

性 对Ac应用(5.3.1)式便得“的外正则性.

5・3・7定理 设X为一具可数基的局部紧Hausdorff空间，“ 

为上的一测度.

⑴设4 € B(X),且4关于“为/有限集，贝IJ

/i(A) = sup{“(K) | K CA.K EJC}.

(2)若对每个KeK有“(K) < oo,则“为Radon测度.

证(1)设G为X中的一开集，则由习题5丄4及5.1.8知， 

G为集，故由定理163立得(1)的结论.

(2)由于X中每个开集为心 集，故由⑴知“为内正则的. 

往证〃是外正则的.由习题5.1.8及5丄9知，存在一列开集Gr 

使得Gn为紧集，且IX = X.于是，对每个n,有“(G J < oo. 

令

“71(A) = “(A Q G仇)，冗 2

则%为3(X)上的有限测度，故由定理5.3.3知，期是外正则的. 

设4 G 3(X),对任给5 > 0,存在开集K D A使得"(G北AK) > 

“(4 n G』+ 5/2-.令 u = u 墾 i(Gzz n K),则 VD A 且有

oo
^V\A)<^^GnHVn\A)<s,

n=l

从而“(卩)< “(4) + 6 “的外正则性得证.证毕.

下面讨论符号测度的正则性.
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5.3.8定义 设X为一 Hausdorff空间，A为包含3(X)的 

一 ”代数，“为人上的一符号测度.如果“的变差测度|“|是正 

则的，则称“是正则的.

下一命题给出了有限符号测度M的正则性的另一等价描述.

5.3.9命题 为要一有限符号测度“是正则的，必须且只需 

“+及“―是正则的.这里“+及旷分别是“的正部及负部.

证充分性显然.现证必要性.设|川为正则测度，令4 W 

人£〉0,取开集 U D A,使 |“|Q) < MG4) + 5.则“-(八4) < 

|“|©\4) V6 从而

“-(口)= (4) + “-(£/\4) < “一(4) + £,

“一的外正则性得证.“一的内正则性证明类似.同理可证“+的 

正则性

5.3.10命题 设X为一 Hausdorff空间，A为包含B(X)的 

一/代数，“为人上一正则符号测度.设4 €儿且“(A)为有限 

值，则对任给6 > 0,存在紧集KCA,使对任何满足KCBCA 

的 B E 有 |“(4) — “9)1 < £•

证 由|“|的正则性及定理5.3.5知：存在紧集K C A,使 

|“|G4\K) < 5于是对任何满足KCBCA的3€儿有

|“(4) - “0)| = |^(A\B)| < |/z|(A\B) S |“|(4\K) <

5.3.11记号 设X为一 Hausdorff空间，我们用《M(X,3(X)) 

表示3(X)上的有限符号测度全体，用Mr(X,5(X))表示3(X) 

上的有限正则符号测度全体.

由习题3.3.8(3)知：M(X,3(X))按符号测度的全变差范数|卜 

Ikar 为一 Banach 空间•另一方面，易知 Mr(X7 3(X))是 M(X, B(X)) 

的闭线性子空间，故Mr(X,B(X))按范数|| • ||var也为一 Banach 

空间.
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下面我们研究关于正则测度的不定积分.为此先证明一引理.

5.3.12引理 设X为一 Hausdorff空间，A为包含B(X)的 

一/代数，“为人上的一正则测度.设Be A且令 

巩A) = X,则“也为人上的正则测度.

证 由定理5.3.5,对任何AC 4,我们有

I/(A) = ME nA) = sup{“(K) I K CBHA.K eJC}

=sup{i/(x)I K cBHA.K eic}.

故有

y{A) = sup{z/(K) | K c A, K E /C},

从而由定理5.3.6知"为人上的正则测度.证毕.

5.3.13命题 设X为一 Hausdorif空间，卩为3(X)上的一 

正则测度.若f w i?(x,b(x),“)，则子关于“的不定积分f屮是 

有限正则符号测度.

证 令“二忻 由于|诃=|几“，故由符号测度正则性的定 

义，为证"正则，不妨设子非负.首先设 2 ©其中B € B(X), 

且 “(B) < oo.令 仪(4) = fjL(AnB),A € B(X),则由引理 5.3.12 

知，4为正则测度.因此，对“可积的非负简单函数人Z也是 

正则测度.对一般的非负“可积函数/,令fn为非负简单函数， 

使fn t f,则有

||f.“ 一 /n.^||var = ] (f - 几)切 T 0, 71 T 8.

由Mr(X,B(X))的完备性知g e AMX3(X)).证毕.

5.3.14命题设X为一局部紧HausdorfF空间，“为B(X) 

上一 Radon测度，"为3(X)上一有限正则符号测度.则下列断 

言等价：

(1”为某仁沪(X"(X),“)关于“的不定积分；
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(2) 厂关于“绝对连续；

(3) 设K为紧集，且“(K) = 0,则有心)=0.

证显然有⑴今⑵今(3).下证⑶3 (2).设⑶成立.令 

A € 3(X),且 “(4) = 0,则对一切紧集 KCA,有 “(K) = 0.往 

证i^(A) = 0.假定»(4)| = a〉0,则由命题5.3.10知，存在紧集 

K U 4,使叽4)-心)| <即特别有叭K)丰0,但有“(K) = 0, 

这与(3)矛盾.因此，必须有儿4)=0,这表明

最后证⑵今⑴.设⑵成立由网的内正则性,存在一列紧集 

心，使 SUPn|l/|(Kn) = M(X).令 Xo = Un^n,则有 M(X\Xo)= 

0.令Mo (A) = m(AAXo),则因空间局部紧，有y(Kn) V oo,故 

“o为/有限测度，且y《“0.于是由Radon-Nikodym定理知， 

存在 /o C D(X,B(X),“o),使 “ =/o-Mo.令 f = /o/xo,则 / € 

1?(X/(X),“)，且 “ =丁屮.证毕.

注 只在证明⑵今⑴时用到空间“局部紧”假定.

习题

5.3.1 设X为一局部紧Hausdorff空间，A为包含3(X)的<r代 

数，“为人上的内正则测度.试证：

(1) 对每个开集O,有

“(o) = sup{/i(/) I f € Cc(X),0 < f < l,supp(/) G O}

=sup{M(/) | /€Cc(X),0</<Io}.

(提示：利用命题5.1.20⑵.)

(2) 令5 = {O | O为开集，且“(O) = 0},并令卩为5中全体集合 

的并，则“©) = 0.(注：通常称旷为“的支撑，记为supp同.)

5.3.2 设X为一 Hausdorff空间，A D 3(X)为一 <7代数，卩为人 

上的<7有限正则测度，则A G 5(X)M.这里丽尹表示3(X)关于“的 

完备化.
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5.3.3 设X为一紧Hausdorff空间，“为Baire <7代数3o(X)上的 

一有限测度，则“可以唯一扩张成为B(X)上的正则测度.(提示：用Riesz 
表现定理.)

5.3.4 设X为一局部紧Hausdorff空间，“为3(X)上的一正则测 

度，则为要“为Radon测度，必须且只需对一切紧集K,有“(K) < oc.
5.3.5证明Mr(X,13(X))是M(X,3(X))的闭线性子空间.

5.3.6给出系5.3.4的一个直接证明.(提示：令C表示3(X)中满足 

(5.3.1)式及(5.3.2)式的集A全体 显然4 € C今/ € &为证C = 3(X), 
只需证C对可列并运算封闭，且&CC.)

5.3.7 设X为一 Hausdorff空间，“为3(X)上的一 Radon测度.令 

MrM = 3 € Mr(X, 5(X))|z/《“},则 f - M 为从厶 1(X,3(X),“) 

到Mg 上的线性保范同构映射.(提示：H/./lllvar = ||/||l1(m).)

5.4空间C°(X)的对偶

设X为一局部紧Hausdorff空间，我们用Cc(X)表示X上具 

紧支撑连续函数全体.X上的一实值连续函数f称为在无穷远 

处为零，是指对任给£ > 0,存在紧集K使/在上有|/3)| < £. 

我们用C°(X)表示在无穷远处为零的连续函数全体，本节将证明 

人心(X,3(X))可以视为Co(X)的对偶.

设 f € Co(X),令

ll/lloo = sup{|/(a;)| \ xEX},

则(Co(X), II • lloo)为赋范线性空间.

5.4.1引理 设X为一局部紧Hausdorff空间，则C°(X)为 

一 Banach空间，且Q(X)在C0(X)中稠密.

证 设(A)为Co(X)中一基本列，则对每个 讥X,(九(町)为 

一实数基本列，故有极限f(x).显然九在X上一致收敛于儿故才 

为X上的连续函数•往证/在无穷远处为零.任给£〉0,先取一 
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自然数®使对一切龙€ X有|/(^) - fn(x)\ < e.由于fn € Co(X). 

故存在紧集K,使\fn(x)\ < e^x e Kc.于是有

|/(^)| < |/(^) 一 fn(X)\ + \fn(X)\ <2j X 6 KC,

依定义，f e Co(X).这表明Co(X)为一 Banach空间.

现证Cc(X)在C°(X)中稠密.设子€ Co(X),对任给e > 0, 

存在紧集K,使\/x^Kc有|/(^)| < £.另一方面，由命题5.1.20, 

存在 g W Q(X)，使 IK<g<V ^h = gf,贝M W Q(X),且有 

11/ -刨co < £•这表明Cc(x)在Co(X)中稠密.证毕.

5.4.2引理 设X为一局部紧Hausdorff空间，L为C°(X) 
上的一连续线性泛函，•则存在Co(X)上的两个正连续线性泛函L+ 

及厶_,使L = L+ — L_

证设子W Co(X)且子2 0(简记为f e Co(X)+),令

L+(J) = sup{0(g) I g e Co(X), 0 < g < f}, (5.4.1)

则易知|L+(/)| < ||L||||/Iloo,其中IIQI表示L的范数此外，显 

然有L十⑴二0,且Va > 0,有L+(af) = aL+(f).下面证明： 

V/i,/2eC0(X),有

0+CA + f2) = 0+(办)+ L+(f2). (5.4.2)

由(5.4.1)式不难看出：右(办)+ 0+仏)WE+CA + 2).为证相反 

的不等式，取g € Co(X),使0 S g S办+耳令

91 = g 八扎 92 = 9~91,

则 gi，g2 € Co(X),0 < gi < A,o < ^2 f2-于是有

L(g) = L(gi) + L(g2)< 2>+(/i) + L+(f2),
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由此得厶+(丘+ /2) <厶+(丘)+厶+6)・故(5.4.2)得证.

设子€ C°(X),令

L+(/) = L+(/+)-L+(r),

则厶+为Co(X)上的线性泛函，且有

i£+(/)i<L+(r)vL+(r)< ii^ii II/U,

于是厶+为连续线性泛函.最后，令L_=L+ — L、则L_为连续 

线性泛函，并由(5.4.1)式知：对子€ CqW+，!/-(/) > 0.从而L_ 

为正泛函.证毕.

5.4.3定理 设X为一局部紧Hausdorff空间.令Mr(X, 3(X)) 

表示®X)上的有限正则符号测度全体.对“ 令

SCO = ffd^ f € C°(X),则卩 I S 为从 AMX,3(X))到 

Co(X)*上的保范同构映射.

证 设 p€M「(X,3(X)),显然有 S€Co(X)*,且

||^(/)lloo < IlMllvarll/lloo, f € C0(X),

于是有II^mII < ll^llvar.往证等号成立.设X = DU DC为卩的 

Jordan 分解(即 “+(A) = “(A □ D),卩-(4) = -/i(AnBc)).对任给 

£ > 0,由“+及“-的正则性及定理5.3.5知：存在紧集K] UD及 

紧集K2 C De,使得

“(Ki) - “(&)=側(Ki U K2) > - S = ||“||var - S.

另一方面，由命题5.1.23,存在于€ C/X),使H/U = 1,且

flK1UK2 = % 一 Ig

于是我们有

— L卩(了) — / = I f+ edp

> “Mi)-畑)-|“|((Ki U K2)c) > ||//||var - 2s.
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由于£ > 0是任意的，故有||厶』| > ||“||var,从而有IISII = ||^||var-

现在证明映射卩-S是”「(X,3(X))到Co(X)*的满射. 

为此，设氏Co(X)*,即设厶为Co(X)上的一连续线性泛函.由 

引理5.4.2,存在C0(X)上的两个正连续线性泛函L+及厶—，使得 

L = L+-L_.厶+及L_限于Cc(X)为正线性泛函，故由Riesz表 

现定理(定理528⑵)存在3(X)上的Radon测度込及畑使得 

对一切/ e Cc(X),有L+(/) = J担两,L_(f)=门卯2・习题5.3.1 

蕴含

如(X) = sup{£+(/) | f € Cc(X),0 </<l}<||L+|| < oo,

同理”2(X) < oc,故“=旳-“2 € "「(X,3(X)).显然我们有 

L = S映射pi —显然是线性的.证毕.

习题

5.4.1 设X为一局部紧HausdorfF空间，令X△为X的单点紧化 

(见5.1.11 ),对X上的函数兀令

则为要/ € C0(X),必须且只需仏为X、上的连续函数.

5.4.2设X为具可数基的局部紧Hausdo逛空间，则C°(X)为可分 

Banach空间.(提示：先考虑X为紧空间情形，然后利用习题541.)

5.5用连续函数逼近可测函数

在许多情况下，连续函数比可测函数容易处理，本节介绍有关 

用连续函数逼近可测函数的一些结果.

下一定理的一个特殊情形见习题3.4.2.
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5.5.1定理 设X为一局部紧Hausdorff空间，A为包含 

3(X)的一 a代数，〃为山上的一 Radon测度令1 S P < ~则 

C/X)在中稠密.

证 显然Cc(X) C LP(X,A,小.由于LP(X,A^)中的简单函 

数在厶卩(X",“)中稠密(见引理3.4.7),故为证定理只需证明如下 

事实:若4 € A, “(A) < oo,则有f e Q(X),使\\IA-f\\P任意小•为 

此，设6>0,由〃的外正则性，先取开集U3A,使“©) < “(4)+6 

再由定理5.3.5,取一紧集K c A,使p(K) > m(A) -「由命题 

5.1.20(2),存在于 € Q(X),使心仁 Iu、则氐-f\<Iu~ Ik, 
故有

\\Ia - f\\p < Wlu 一 IK\\P =从u - K* < (2e),

定理得证.

下一定理称为Lusin定理.

5.5.2定理 设X为一 Hausdorff空间，A为包含3(X)的 

一 ”代数，“为貝上的一正则测度，于为X上的一貝可测实值 

函数.如果A e A, 0 < /1(A) < oc,则Ve > 0,存在紧集K C A.使 

“(A\K) < £,且子限于K连续.若进一步，X为局部紧，则存在 

9 e Cc(X),使9与子在K上一致，且使

sup{|g(©)| | x eX} < sup{|/(x)| | x € A}. (5.5.1)

证 首先设f只取可数多个值，即才二ES1 ,其中 

ai丰勾，儿Q % = 0/ M久且= X.取正整数n,使得 

“(AQ(ZX1&)C) < e/2.由定理 5.3.5,存在 4G A1,・...，AG 4允 

的紧子集K1,…，心，使得ZXi"((4G4)\K) < e/2.令K =
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1X1心则K为4的紧子集，且有

n n

“(A\K) = “(4 G (工 A)c) + 刀 “((4 n 如\圧)
i=l i=l

e e
FL.

由于f限于每个为常数，从而子限于K为连续(见习题5.1.1).

现设子为任一实值貝可测函数，令

九若点 S 子(龙)< ：，'=0,±1,±2,…
$

由前所证，对每个n> 1,存在紧集KncA,使^A\Kn) < e/2”, 

且九限于心为连续.令K = 小则由于子是(九)的一致极

限，故才限于K连续，此外有

n

最后证明定理的第二部分.假定X为局部紧Hausdorff空间， 

令= X U {△}为X的单点紧化，则X、是正规空间(见命题 

5.1.19).故由Tietze扩张定理，存在X、上的连续函数人*,使h* 

在 K 上与 f 一致，且使 sup{|b*(R)| | ⑦ € X} = sup{|/(a?)| | x € K}. 

取卩€ Q(X),使得Ik <P< 1(见命题5.1.20(2)),并令g = ph,其 

中人为b*在X上的限制，则g € Cc(X), g与f在K上一致，且 

使(5.5.1)式成立.证毕.

习题

5.5.1 设X为一 Hausdo逛空间，A为包含3(X)的一 <r代数，“ 

为A上的一有限正则测度，f为X上的一实值函数.则下列三断言等价：

(1) f为賈可测(即丽尹可测，见习题5.3.2);
(2) VA € A^e > 0,存在紧集K C A,使p(A\K) < £,且于限于K 

连续；

• 151 •



（3）存在X的划分：X = （£n Kn） U TV,其中每个Kn为紧集，N 

为M零测集，使得f限于每个Kn为连续函数.

5.5.2 设f为R上的实函数，且对一切a.b G R,有/（« + 6）= 

/（a） +他.试证：（1） f在R上连续当且仅当它在一点连续；（2）若子为 

Lebesgue可测，则f连续.（提示：利用Lusin定理）

5.6乘积拓扑空间上的测度与积分

本节研究的中心问题是：给定两个局部紧Hausdorff空间X和 

Y及其上的两个Radon测度“和乙如何在乘积拓扑空间X x Y 

上构造一 Radon测度“ x乙使其在X及Y上的边缘测度分别是 

“及诃进一步，是否有相应的Fubini定理？这里遇到的困难是： 

“及"一般并非。有限，且B（X） x 3（Y） —般严格比B（X x Y） 

小.因此 第四章的结果不再适用.为了克服这一困难，我们将求 

助于Riesz表现定理.

下面首先研究拓扑空间的乘积.

5.6.1定义 设（％1,5）,...,（乂小9允）为拓扑空间，令X = 

X! x X2 x • - x XU7

3 = ｛Oi x 6 x …x £ | Ui e Qi, i = 1,2,- - ,n｝,

则B对有限交运算封闭.以B为基的拓扑9称为X的乘积拓 

扑;（X&）称为（Xi,6）,・..，（X小久）的乘积拓扑空间.

令民=｛有1（口）丨5 eQi.i = 1,2,-其中兀为X到 

X,的投影映射，则易见民为9的子基，且9是使每个投影映射 

为连续的最小拓扑.

562定义 设｛（X“％）,Q e A｝为一族拓扑空间，X - 

H X。, 9为X上使每个投影映射心为连续的最小拓扑，称（X, 9） 
A

为（如,4）,0 € A的乘积拓扑空间.
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设卩0为A的非空有穷子集全体，令

3= U {开『(口口)丨 5 4, ieS},

SwPo iWS

则易知b为拓扑g的基.

563定理(Tychonoff定理)设(血,心)为一族紧拓扑空 

间，则其乘积拓扑空间区⑼亦为紧拓扑空间.

关于该定理的证明，读者可以参看任何一本有关点集拓扑的 

书，这里从略.

下面我们研究乘积拓扑空间上的Borel。代数.为方便起见， 

我们只讨论两个拓扑空间乘积情形.关于集合和函数的截口概念 

见4.2节.

5.6.4引理 设X及Y为H ausdorff空间，XxY为其乘积 

拓扑空间 佗也是Hausdorff空间).

(1)我们有3(X) x c B(X x F).若X及Y都有可数 

基 则 3(X) x B(Y) = 3(X x Y);

⑵设e w x y),则对每个” w x及每个7； e y,有 

Ex e B(Y),E妙 e 3(x).这里 E# = {g G Y| 3,0 e E},Ey = {” w 

XI

(3)设子为X x Y上的3(X x Y)可测函数，则对每个龙G X 

及yeY,fx为Y上的3(Y)可测函数，八为X上的3(X)可测 

函数.这里记号九及严见定义421.

证(1)第一部分显然.现设C及。分别为X及Y的可数 

基•令H^{UxV\ UeC.VeV}.则咒为XxF的可数基.由于 

H C 3(X) x 3(Y),且X x Y的每个开集为H中元素的可列并， 

故有 3(X xK) c 3(X) x 3(Y).从而有 3(X x K) = B(X) x 3(Y).

⑵设” € X,令gx(y) = (x,y),则弘为Y到X x Y上的连 

续函数，从而关于及3(X x Y)可测.但Ex =广1(E),故
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Ex € B(Y).同理可证 Ey e 3(X).

(3)注意：(九)ip)=(厂10))如(严LB)=(厂W，故 

⑶由⑵推得.

下一引理的证明留给读者完成.

565引理 设S及T为拓扑空间，f为紧空间.令子为SxT 

上的实值连续函数.则对任一 so W S及任一 £ > 0,存在S。的一开 

邻域U、使得对一切s € U及一切t € f,有"(s, t)—几so, t)| < e.

5・6・6命题 设X及Y为局部紧Hausdorff空间，“及厂分 

别为X及Y上的Radon测度，令子€ Cc(X x Y),贝［］：

(1) 对任何龙 € X, 9 € Y,有九 € Cc(y), fy 6 Cc(X);

⑵函数龙t Jy fe y»@y)及y — h f(x，y)m@)分别属于 

G(x)及 Cc(Y);

(3)fx Jy 跑© = fy Jx 妙)“(必”(呦).

证⑴令K =supp『)，设及分别为K在x及Y上的 

投影，则K］及K2为紧集.显然亢在Y上连续，且supp(亢)c K2, 

故亢€ Cc(Y).同理严€ Cc(X).

(2) 分别对X x 及Ki x Y应用引理5.6.5即可推得⑵的 

结论(注意卩血)< OO,“(K1) < oo).

(3) 对任给£>o,由引理5.6.5知：对每个xeKu存在龙的开 

邻域 % 使对一切卅e Ux及一切y^K2有\f(xf,y) — f(x,y)\ < 

&由于如 为紧集，故存在 咼 的有限覆盖｛/“…，UU・令 

(A, 1 < ^ < n)为两两不交的 Borel 集，使得 C UXi,l < i < n, 

且ELi A = K\.令g(x,y)=刀二子@,9)弘3),则容易验证

/ / 0(忑,$)“(〃£)巩呦)= y)y(dy)ii(dx)
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此外，J，及g在K.xK2的余集上为0,且\f-g\< s.于是有

/ f fey)p@x)叭dy) 一 J J f(£,y)叭dy)卩㈣\

< /]- (妣)叭如\

+ |// (/(^, y) - y)Mdy)ii(dx) |

< 2叩(KJy(K2).

由于£>0是任意的，故(3)得证.

命题5.6.6导致如下的

5.6.7定义 设“及"分别为局部紧Hausdorff空间X及Y 

上的Radon测度.由命题566(3)知，我们可在Q(X x Y)上定 

义一正线性泛函/：

/(/■) = / / 讪 @y) = / / f{x,y)y{dy)ii(dx).

由于XxY是局部紧Hausdorff空间，故由Riesz表现定理知，有 

X x Y上唯一的Radon测度与I对应.我们称此Radon测度为“ 

与Z/的Radon乘积，记为“ x “

注若X及Y都有可数基，则Radon乘积“ x “即为通常的 

乘积测度(见习题5.6.5).

下面的任务是要证明与Radon乘积测度“ x Z/有关的Fubini 

定理.为此，我们需要有关下半连续函数积分的一个结果.

5.6.8引理 设X为一局部紧Hausdorff空间，A为包含B(X) 

的一/代数，“为貝上的一 Radon测度.设咒为一族非负下半 

连续函数，使得V/u, / €咒,存在人€咒，满足人2加V h2.令
—- 、

f(x) = swp{h(x) | h e 7Y}, x e X,

贝！j f fdjj, = sup {J hdjj, | h E 7Y}.
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证显然对h^H有”血为证引理，只需证：对 

任一实数a < f fdfi,存在h W ?｛，使a < j hd/i.为此，先用简单函 

数逼近/•令%=［子> 斋］,

1 n2n n2n-l 彳
九=莎刀巾刀莎/［昴<上胡+叭/>补

i=l i=l

则fn为Borel可测，fn t /,故有ffnd^ t J7血.于是存在 
自然数N,使JfNd^ > a.由于ffNd^ =召£“(％),故 

由“的正则性，存在Ug的紧子集Ki.i = 1,2,…，NM,使得 

予7 Si “(圧)> Q.令 0 = ^77 ^i=i Ik“ 则对每个 x € K讥

有g(x) < fN(x) < f(x).于是由f的定义 对每个龙€ U驚N Ki,存 

在hxeK使g(”)<九(”)•由于民-g为下半连续(见习题5.6.2), 

故存在X的一开邻域Uq使对一切y G Ux,有hx(y) - g(y) > 0. 

现取U”・、U“使Utf 3 比，并取heH，使人二 

Vi=i %，则h>g,从而有

a <

引理得证.

5・6・9命题 设X及Y为局部紧Hausdorff空间，“及"分 

别是X及Y上的Radon测度，“ x z/为其Radon乘积.令U为 

XxY的开子集，贝I］：

(1) 函数龙"(Ur)及9 T “(U妙)为下半连续函数；

(2) (“ X Z/)©) = fx 巩◎)“(必)=fY “©%(呦).

证⑴令

nx = {fx\ fe C&X XY) \ Q<f <^},

Hy = {r \ fe Cc(X X Y) I 0 S 子 S A/}, •
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则Hx C Cc(Y),W C Q(X),且兀.及咒妙满足引理568的条 

件.故由引理5.6.8得

叭U』)= fxdu\ fx € Hx},

如) 严血 | fy e Hy}.

(561)

(5.6.2)

但由命题5.6.6,龙—j fxdu及9 — f fydfi是连续函数，故力T 

巩&)及9 -认叩是下半连续函数.

(2)4^ = {/e Q(X xY)\Q<f<Iv}.则相继由习题 5.3.1, 

弓|理568及(5.6.1)式得

(“ x 少)(/7)= fd{fi x z/)

f(x,y)i/(dy)fi(dx)

I (sup / fxdy)/LL(dx) 
x feHJY

=/ 叭UM(dx).
Jx

(2)的第一部分得证.同理可证(2)的另一半.证毕.

下一定理是有关Radon乘积测度"XV积分的Fubini定理.

5.6.10定理 设X及Y为局部紧Hausdorff空间，“及" 

分别为X及Y上的Radon测度，卩八为其Radon乘积.设 

f € Z/1(X x y,5(X x Y),“ x Z/),且存在分别关于"及V为cr有限 

的Borel集X。及使f在X。x «的余集上为0,则：

(1)对“-a.e.%,九为少可积，对—a.e. y、严为卩可积；
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⑵令

j (x} = [〕Y f祖一 若九 €乙1(丫,3(丫),心
/可一[(), 其他情形；

P(切=[h 严卯、 若严 € 厶i(X,3(X),“)， 
"一 [0, 其他情形，

则。为“可积，〃为"可积，且有

[ 皿(卩 X 巧=/ If(x)ii(dx) = [ F(y)»(dy).

JXxY JX JY

证 首先假定E € 3(Xx Y),并假定存在A e 3(X), B € ®Y), 

使 “(A) < oo,叭 E) < oo,且 E c Ax B,往证：

(a) 函数x T巩凤)及?/ T “(E")为Borel可测；

(b) (“ x i/)(E) = fx 巩耳)“(de) = fy “(E9)巩呦).

由“及“的外正则性，存在开集U3A及开集VDB,使试U) < 

oc, i/(V) < 00.令 W = U xV, '

S = {De^XxY)\ DcW^D 满足性质(a)及(b)}, 

则易见S为妙上的入类.另一方面，由命题569, W的一切开 

子集属于S,故由单调类定理(定理122), 5 = B(W)=妙G B(X) 

(后一等号见习题1.2.1).特别EWS.

由上所证容易推知：对E W B(X x F),假定存在关于“的 

有限集A € 3(X)及关于1/的＜7有限集B € 3(Y),使E u 4 x 

则E满足性质(a)及(b).于是，用通常的方法从简单函数过渡到 

非负可测函数，即可推得定理的结论.证毕.

习题

5.6.1设X为一拓扑空间，A为X的一子集，则为要IA为下半连 

续函数(相应地，上半连续函数)，必须且只需A为开集(相应地，闭集).
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i 5.6.2设X为一拓扑空间，《/•及g为下半连续函数，则f + g为下

: 半连续函数.

' 5.6.3设X,Y,p卫及“Xi/如定理5.6.10.令f为Xx Y上的非负

下半连续函数，贝I」：

(1)函数龙—/ f(x,y)y(dy)及 9 T f f(x,y)iJ,(dx)为 Borel 可测；

3 (2) f x ^) = f f f(x, y^dy)/j,(dx) = f f f(x, y)/j,(dx)y(dy).

I 5.6.4 设X及Y为具可数基的局部紧Hausdorff空间，〃及"分
I 别为X及Y上的Radon测度.则卩及"为有限测度，3(X x Y)= 

■| B(X) x 3(Y),且3(X x Y)上通常意义下的乘积测度卩x i/就是Radon乘
I 积测度

: 5.6.5 设｛Xn,n > 1｝为一列拓扑空间.若每个Xn有可数基，则

? 耳口心二口耳如).
I n n

5.7波兰空间上有限测度的正则性

波兰(Polish)空间是概率论中经常用到的一类拓扑空间.本节 

. 介绍波兰空间的基本性质，波兰空间上有限测度的正则性，以及乘
: 积波兰空间上概率测度族的投影极限.有关波兰空间的进一步性

质可参看 Donald L.Cohn[l],p.251—296.

5.7.1定义 设X为一 Hausdorff空间.如果在X上存在与 

拓扑相容的距离P、使(X,p)为一完备可分距离空间，则称X为 

波兰空间.

5.7.2命题设X为一波兰空间，F及卩分别为X的非空 

闭子集和开子集.则作为X的子空间，F及卩都是波兰空间.

证设P为与拓扑相容的距离，使(X,p)为一可分完备距离 

空间.显然，作为X的闭子空间，(F,p)为可分且完备的，故F 

为波兰空间.

下面证明卩为波兰空间.为此，设卩不等于全空间.在卩上
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定义Po@,y）如下

內（珂）5讪+ |為^-讦聞，

其中

p（R, Uc） — inf｛p（R, z） \ z e Uc｝.

容易看出：Po定义了 U上的一个距离，且U中序列｛xn｝按 

Po收敛于U中的点x等价于｛xn｝按p收敛于x.这表明：距离 

Po与卩的拓扑相容.特别，（U, po）是可分的.

现证（E內）是完备距离空间.设｛xn｝是U中序列，且按pq为 

基本列.依Po的定义知，K｝按距离p亦为基本列.故由（XQ的 

完备性，存在龙G X,使P（xn,龙）T 0,冗T OO.龙必属于U.因为否 

则的话，有lim p（xniUc） = 0,这将导致limsuppo仏，如）=~这
"Too n,mf8

与假定 K｝关于po为基本列矛盾.既然xeu,则由卩（如卫）t o 

推出T 0,Q,po）的完备性得证.因此，U为波兰空间. 

证毕.

5.7.3命题 具可数基的局部紧Hausdorff空间是波兰空间.

证设X为一具可数基的局部紧Hausdorff空间,令为其 

单点紧化，则X△为具可数基的紧Hausdorff空间.从而存在 

上一与拓扑相容的距离P,使（X^p）为可分紧距离空间（见习题 

5.1.11）.但紧距离空间显然是完备的，故X△为波兰空间.由于X 

是X△中的开子集，故由命题5.7.2知，X为波兰空间，证毕.

5・7・4命题 设主仝2,…为波兰空间的有限或可数序列、则 

其乘积空间n^n为波兰空间.
n

证 设血为X池上的与拓扑相容的距离，使（XrM为可分 

完备距离空间.不妨设对一切X,y e如，有dn（x,y） < 1（否则令
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gv） = dn（x,y） A 1,则 < 与dn等价，且（X^船）仍完备）.令

"（©，9）= 工 占血（"小％），

n

其中X,y e n^n,则易见d为n^n上与拓扑相容的距离，且
n n

（Hx^d）为可分完备距离空间.因此HX允为波兰空间.证毕.
n n

下一命题推广了命题5.72

5.7.5命题 设X为一波兰空间，Y为X的一子空间，则Y 

为波兰空间，当且仅当它是以集.这里9表示X的开子集全体.

证 充分性.设Y = ^n %其中每个Un为X的开子集. 

由于每个Un为波兰空间（命题5.7.2）,故口乙为波兰空间（命题
n

5.7.4）.令

△ = {u =（U!, u2,-- •）^X1^! Uj = ukyj,k > 1},
n

则△为H %中的闭集，从而为波兰空间（命题5.7.2）.令
n

i（y） = （y, S …），9 €% = Y,
n

则/为y到△的同胚映射.故y是波兰空间.

必要性.设丫为x的波兰子空间.令d及do分别是X及 

Y上的与拓扑相容的距离，使（X,d）及（Y,d°）为可分完备距离空 

间.设U为丫的子集，我们用此（卩）表示卩在do下的直径，即 

do（U） = supM“do（R,9）.令

% = U{w| do（WGY） s 扑 n> 1,

则每个％为开集.往证

y = Fa（Qk）. （5.7.1） 
n
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由于d与do在Y上诱导同一拓扑，故易见y cFn（Hn Vn）.再证 

相反的包含关系.设a：€yn（nnK）,则由％的定义知，对每个 

叫存在”的开邻域％，使必G Y黑0,且如％ G Y） < 不妨 
n

设（叭）是单调下降的集列.另一方面，对每个n,存在”的开邻 

域久，使d（GJ <吕不妨设（GJ也是单调下降的.由于讥只 

故G允G Y黑0.令入=叭G 则对每个n,有

1 1
xeUn, UnQY^^ d（Un） < do©nGY）S—•

n n

由于（匕此）完备，UnQY单调下降，故存在唯一的y WY,使 

AnFn = {?/}（Cantor定理），这里凡为UnQY在Y中的闭包.另 

一方面，由于（X,d）是完备的，/单调下降，且xeUn.n>l, 

故九久=何・但显然有FncFnny（因后者是Y中闭集，且 

包含UnQY）,故从而y = x,特别，有”€匕因此， 

我们证明了 Pg （门允匕0U匕（5.7.1）式得证.由（5.7.1）式知：Y 

为/集（因7作为距离空间X中的闭集是以集，门允％也是 

4集）•证毕.

5.7.6定理 设X为一波兰空间，“为3（X）上的一有限测 

度，则“为正则的.

证 令P为X上与拓扑相容的距离，使（X,p）为一可分完备 

距离空间.由定理5.3.6,为证“的正则性，只需证：VA € 5（X）, 

有

“（为）=sup{/z（JT） \ K c A, K e 7C}. （5.7.2）

设 K}为X的可数稠子集，令£（说）表示以”为球心，6为半 

径的开球.由于X = U豎1巩％刊，故对任给£ > 0,存在正整数 

為，使

“（U E（叼,~）） > "（X） - —, n>l.

j=i
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8 kn
； 令K为全有界集n U£(叼，寻)的闭包，则K为紧集(因(X,) 
I n=lj=l
I 为完备的)•我们有

； “d < 52^(( U B(xj,》)c) < 工磊=6

I 仇 j=l n

即有P(K) > “(X) — £.但£ > 0是任意的，故(5.7.2)式对A = X 

' 成立.现设A € 3(X),对任给e > 0,先取紧集K,使认K& < 8. 

I 此外，由系5.3.4知，存在A的闭子集F,使“(F) > m(A) - £.令 

\ K1=KQF,则 K1 为紧集，Ki C A,且有 “(Ki) > “(4) 一 25 故 

:(5.7.2)式得证.证毕.

I 注 在定理5.7.6中，如果“不有限(即使有“(K) < oo, VK €
I 尤),则“不一定正则•例如，设X不是<7紧的波兰空间，目E W B(X),

若召为<7有界集，令m(B) = 0,否则令m(B) = oo,则(5.7.2)式对 

A = X不成立.

5・7・7定义 设X为一 Hausdorff空间.令血表示3(X)上 

有限测度全体，n^eM尿顾中的集称为普遍可测集.

5・7・8定义 设(E,£)为一可分且可离的可测空间.如果存在 

R的一 Borel可测集(相应地，普遍可测集)4,使(E, 5)与(4,3(A)) 

同构，则称(EQ为Lusin可测空间(相应地，Radon可测空间).

可以证明：设A为一波兰空间X的Borel可测集(相应地， 

普遍可测集)，则(43(4))为Lusin可测空间(相应地，Radon可 

测空间)(参见Cohn[l]).

习题

5.7.1设X为R中无理数全体，则X按R诱导出的拓扑为波兰空

间.

5.7.2设E为一波兰空间X的普遍可测集，则13(E)上的任何有限
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测度卩为紧测度.更确切地说，令JC(E)表示含于E的全体紧集，则对任 

何 AW 3(E),有

/i(A) = sup{p(C) | C C A, C E Q(E)}.

5.7.3设E为一波兰空间X的Borel可测集，令£ = 13(E),则可测 

空间(E,£)满足定理4.7.9的条件.
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第6章测度的收敛

本章研究测度序列的收敛，其中包括欧氏空间上Borel测度 

的收敛，距离空间上有限测度的弱收敛及局部紧Hausdorff空间上 

Radon测度的淡收敛.

6.1欧氏空间上Eorel测度的收敛

设“为欧氏空间R"上的Radon测度 令a € Rj若“({a})= 

0,则称a为“的连续点;若“({a}) > 0,则称a为“原子.显然“ 

原子全体为一至多可数集.特别，“的连续点全体在R"中稠.我 

们用C(p)表示“的连续点集全体.设a,b e C(/z),a < b,称(a, 6] 

为“的连续区间.我们用Z(“)表示“的连续区间全体.

6.1.1定义设“仇及“为R”上的Radon测度如果V(a, b] € 

Z(“)，有lim s((a,b]) = “(@,切)，则称序列 仏)淡收敛于“，记
71TOO

为S “俄们将英文“vague convergence”译为淡收敛)；如果进

一步还有lim s(Rd) = “(Rd) < oo,则称(s)弱收敛于“，记为 n—>oo
w

Mn T “•

下面两个定理分别给出了淡收敛及弱收敛的积分刻画.这一 

刻画允许我们将这两个收敛概念推广到一般拓扑空间情形.

6.1.2定理 为要fin A 必须且只需

lim
n—>oo

fdlJLn fd^ V/ € Cc(Rd).
丿Rd

(6.1.1)

这里Q(Rd)表示Rd上有紧支撑的连续函数全体.

证明 必要性.设% » 依淡收敛的定义，当@,b] €

Z(“) J = /(讪 时(6.1.1)式成立.现设子 € G(R").取 @2] € Z(“),



使f的支撑含于@2).对给定£ > 0,则易知存在R"上的简单函 

数艮，使得Ife M 0] U (a,6),且为Z(“)中元素的有限不交并，满足 

sup \f(x) 一 f£(x)\ < e.贝！J

lim sup
riToo

-S
< lim sup /

moo 丿 Rd
\f - fe\d^n

+ lim sup
n—>oo

\fe — 了\如-L伽

< 2e“((a,b]).

故(6.1.1)式成立.

充分性.设(6.1.1)式成立.令(a,b]€Z(“).对给定£〉0,存 

在仁> 0,使得“©) < £,此处

U = (a — 6,a + 6) U (b — 6, b + 6).

令 g = /(a,b]・易知存在 gi,g2 e cc(Rd),使得 gi<g< 4,92-gi< 

W我们有 

gid“ gid^n < “rz((a,b]) < / g2dfin T / g2dfi

/ didji < “((a,b]) < /g2dfi

/@2 ~ 9i)dn < 卩(U) < 5

故有 jLtn((a,b]) T /z((a,6]),即 /zn A

6・1・3定理假定sups(Rd) < 00, “(R") < 00 •为要 Mn T /Z,
n

必须且只需

lim
riToo f =1

丿Rd
fdfi. V/ € Cb(Rd), (6.1.2)
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证明 由于R"上常值函数1属于6(衣)，且Q(Rd) C 

Q(Rd),故条件的充分性显然•往证必要性.设皿二山 对给 

定 £ > 0,存在 @川 6 £(“)，使得 “((a,b『)< & 由于 /zn((a,6]) T 

“@川)，且如(恥)T “(Rd),故存在n0(e),使得Vn > %(£), 

有 s@,b]c)< & 现设子 w C6(Rd), \f\ < M < oo.显然存在 

fe e Cc(R"),使得fe在(a,b]上等于人且厅- Al < 2M.由定理 

6.1.2知，(6.1.2)式对A成立，故有

lim sup
n—>oo

- /兀“ < lim sup
n—>oo

1/ 一 fe\d^n

+ lim sup
n—>oo

/ fed^n _/ fedjl + / 1/ — 人

< 4Me,

这表明(6.1.2)式成立.

下一结果是Helly定理.

6.1.4定理 设(S)为R"上一列有限Borel测度sup s(R〃)<
n

OO,则存在(“仇)的一子列(Mnfc),使得Mnfc 9某“. 

证明\/x € Rd,令 -

Fn(x) = /zn((-oo, x\). (6.1.3)

任取Rd中一可数稠子集{叼,恋,由对角线原理，可选取(凡) 

的一子列(Fnfc),使得Vm > l,lim Fnfc(xm)存在，记为G(%).令
Ac—>oo

F(R)— inf| xm > x},

则F为上的右连续增函数.容易证明：对F的一切连续点⑰ 

有lim F^(x) = F(x).令“为由F产生的Rd上的测度(见1.5
K—>00

节)，则显然有Mnfc A 证毕.

6.1.5注 设(如)为上一列概率测度，(凡)为由(6.1.3) 

式定义的R"上的右连续增函数(称为%的分布函数).则(如)淡 
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收敛于某测度不一定是概率测度)等价于相应的分布函数序列 

(凡)弱收敛于某一右连续增函数F (F(r)不一定等于“((-a, ”])); 

(S)弱收敛于某概率测度“等价于(凡)全收敛于F(这时F是“ 

的分布函数).

下面的例子表明Mn A M不蕴含Fn 3 F,其中Fn(x)= 

S((-8,创)/0) = “((一8,创).令S为R上负荷于｛~n｝的概 

率测度，则仏)淡收敛于零测度“,但是有Um Fn(x) = R,
仇TOO

而 f(£)= o, Vx e R.

习题

6.1.1 设 Ml 厶山且 sup“n(R”)< OO,则 V/ e Co(Rd),有
n

lim
n—>8

fdjJLn =l

丿Rd
fd/j,.

这里Co(Rd)表示Rd上在无穷远处为o的连续函数全体.

6.1.2设昨 » (a, 6] e Z(“).则对Rd上一切连续函数f有

lim
n—>oo

fdjJLn
=/:

fdjj,.

6.2距离空间上有限测度的弱收敛

设X为一距离空间(或可距离化的拓扑空间),Cb(X)表示X 

上有界连续函数全体.由定理6.1.3我们自然引进如下的定义：

6.2.1定义 设(X,p)为一距离空间，儿“1屮2,…为3(X) 

上的有限测度.如果对一切f e 6(X),有

lim
n—>oo

fd/in =lx

则称仏)弱收敛于从记为Mn马
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显然，弱收敛的极限是唯一的.此外，由于Cb(X)只与X的 

拓扑有关，所以测度弱收敛概念并不依赖于距离的选取.

下一引理允许我们将有限测度的弱收敛归结为概率测度的弱 

收敛，其证明是不足道的.

6.2.2引理 设(X“)为一距离空间，••为3(X) 

上的有限测度.令

A e 3(X).

则下列二断言等价：

(1) Mn 骂“；

(2) Pn 骂 P,如(X) T “(X).

6.2.3定义设X为一拓扑宇间，“为3(X)上一测度， 

A e 3(X).若“(04) = O(dA = A\A为4的边界)，则称4为卩连 

续集.

下一定理给出了测度弱收敛的若干刻画.

624定理(X“)为一距离空间，劣(X)表示X上关于p — 

致连续的有界函数全体(从而有劣(X) C Cb(X)).令“,“1,畑… 

为®X)上的有限测度，则下列条件等价：

(1) Mn 骂“；

(2) v/ e UP{X). lim f fdyn = f 亢“；
n—>oo

(3) V 闭集 F, limsup如(F) < “(F),且 lim s(X) = “(X);
n—>oo n—^oo

(4) V 开集 G, liminf s(G) > “(G),且 lim s(X) = “(X);
n—>oo n—>oo

(5) 对任何 M 连续集 A G 3(X),有 lim Mn(A) = “(4).
moo

证 ⑴今(2)显然•彳学⑵今(3).假设⑵成立.设F为闭 

集，令 = (i+p&,F) ) , 71 > 1,则 fn G ZVp(X),且九 J Ifi 故
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有

“(F)= lim
fc—>oo

lim lim
上Too n—>oo fkdfin > limsup “允(F).

n—>oo
fkdfl —

此外，令才三1得lim s(X) = “(X),故⑶成立.(3)0(4)显 n—>oo
然.(3)+(4)今(5)由下式看出：

lim sup “仇(4) < lim sup (A) < “(A) = “(4°)
n—>oo n—>oo

< lim inf /zn(A°) < lim inf “仇(4).moo n—>oo

剩下只需证⑸今⑴.设⑸成立.令f € Cb(X),给定6>0, 

选取N及实数。1卫2,…，物-1,使得

~||/|| - 1 = Go < ^1 < < QN7 < aN = 11/11 + 1,

且使 sup/d - ai_i) V £ 及 M([/ =伦])=0,1 S j S N - 1.这里 

11/11 = sup^l/^)!，令 E =皿_1 < /(^) < ai],i = 1,2, •••,"•则 

(尽)两两不相交，且 =Bi, = X, “(3民)=0,1 < i < N.此夕卜，对
N

一切 R € X,有 \f(x) 一 亍 aiIBi(x)\ < £.于是
i=l

lim sup
n—>oo

I y* fd^n -

< lim (s(X) + “(x))£ + limsup I / 亍 比(1(% - “)| 
n^°° 71T8 J

N

< 2“(X)£ + 刀血I limsup \fin(Bi)- “(耳)| = 2“(X)£.
n—>oo

由于& >0是任意的，故（1）成立.定理得证.

从现在起，我们只讨论概率测度的弱收敛.

6.2.5引理 设h为距离空间（X,p）到另一距离空间（Y,d）中 

的映射，令D（h）表示h的不连续点全体，则D（h）为X中的Borel 

可测集.
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证 Vn,m N 1,令

俎“珂存H使呛加倉,

p(’,z) < -,d(h(y),h(z)) >

则An,m为X的开子集.显然有D⑴=Um An 4“，故D(Q为 

X中的Borel可测集.

626定义 设(X,p)为一距离空间，P为3(X)上一概率测 

度，h为(X,p)到另一距离空间(Y,d)的映射.如果P(D(h)) = 0, 

则称人为P连续的.

6・2・7命题 设(X,p)及(Y,d)为两个距离空间，… 

为B(X)上的概率测度，人为X到Y中的Borel可测映射.如果 

Pn^P且h为卩连续的，则有Pnh-1马Ph-1.这里Ph-1为由 

h在(Y,®Y))上导出的概率测度.

证设F为Y中的闭集，则有

L(F) ud@)uL(f). (6.2.1)

于是由假定P(D(Q) = 0知P(b j(F))=尸仇7(F)).再由假定

Pn^P及定理6.2.4知：

lim sup 玖仕-i(F) = limsupP仇仇"(F))
n—>oo n—>oo

<limsupPn(7FHF)) < P(/FHF)) 
n—>oo

= F(A-i(F)) = FbT(F).

这表明Pnh-1骂(见定理624).证毕.、

下一命题是上一命题的重要推论，它使我们对测度的弱收敛

有了更进一步的认识.

628命题 设(X, p)为一距离空间，只砒…为®X)

上的概率测度.若Pn骂只则对一切p连续的有界Borel可测实
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值函数人有

lim
n—>oo

fdPn =/fdR
证 设/为X上的有界Borel可测函数，则存在a > 0, 

使 |/| S a,于是丁为(X,3(X))到([-a,a],3([-a,a]))中的可测 

映射.假定才为尸连续，则由命题627, Pnf-1 3 Pf~\令 

g(t) = t,t W [-a,a],则g为[-a,a]上的有界连续函数.故由弱收 

敛定义知
曲 / gd(Pn 广气=/ gd(Pf7).

因此，由习题3.1.6知(注意gof = f)

lim
71TOO

f fdPn =lfdp-
习题

6.2.1证明命题6.2.7的如下推广：设(X,p)及(Y,d)为两个距离空 

间，P,P1,P2,- ••为®X)上的概率测度且Pn^P.又设h血山2,…为 

X到F中的Borel可测映射，如果存在X中的Borel可测集B, E®、…, 

使得：

(1) F(Bc) = 0,Fn(B^) = 0,n = l,2r..
(2) xn E Bnjx E Byp(xn^x) ―> 0 => hn(xn) —> h(x\ 

则孔氐i骂PT】.

6.2.2 证明(6.2.1)式.

6.2.3设(X,p)为距离空间，4为X的一子集，P为3(X)上的 

一概率测度，则为要4为P连续，必须且只需A的示性函数乙为P连续 

函数.
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6.3胎紧与Prohorov定理

在本节中，我们恒假定(X,p)为可分距离空间.我们用巩X) 

表示3(X)上概率测度全体，这时，我们可以在P(X)上引入距离 

d,使得按距离d收敛等价于上一节定义的测度弱收敛.本节的主 

要任务在于给出(卩(X),d)中相对紧集的一个刻画.

6.3.1命题 在卩(X)上可以引入距离d,使得P肿 P O 

d(Pnj P) T 0.

证 由于(X,p)是可分距离空间，由Tychonoff嵌入定理，X 

与一紧距离空间(Y,P‘)的某一子空间同胚.我们不妨设X为该子 

空间，于是距离P’限于X与p等价.令X为X在(Y,，)中的闭 

包，贝IJ (X,/)为紧空间，且为可分的，从而C&)为可分Banach 

空间(见习题5.4.1).这里C(X)表示X上连续函数全体(即有界 

连续函数全体).另一方面，令劣，(X)表示X上按距离p1 一致连 

续有界函数全体，则易知：f e %(X),当且仅当存在7 e C(X), 

使才为子在X上的限制.这时还有11/11 = II7II,因此劣，(x)与 

C(X)同构，从而％(X)可分.令｛血卫,…｝为如(X)的可数稠 

子集对只QW巩X),令

则d为卩(X)上的距离，且由定理6.2.4知叽尸)t 0 o玖骂P 

证毕.

6.3.2注若X为一波兰空间，则可证明P(X)按测度弱收 

敛拓扑也是波兰空间.由于下面不需要这一结果，我们不在这里给 

出它的证明.

设八为P(X)的一子集，称八为相对紧的，如果八的闭包兀 

为巩X)中的紧集.下面我们将给出P(X)中相对紧集的刻画.为
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此，先引进胎紧的概念.

6.3.3定义设A为卩(X)的一子集，如果对任给£〉0,存在 

X的一紧子集K,使得inf{P(K) :Pe A}>l-s,则称A为胎紧 

的(tight).

&3.4 定理(Prohorov 定理)设 A U P(X).

(1) 若A是胎紧的，则A在卩(X)中是相对紧的.

(2) 若X是波兰空间，则A的相对紧性蕴含A的胎紧性.

证(1)首先，将X嵌入到一紧距离空间(Y,，)中，并令X 

为X在(Y0)中的闭包(见命题6.3.1的证明)，贝IJ (XpO为紧空 

间.现设人为胎紧的，令(&)为八中的一序列，要证存在子列 

(EJ,使乩骂某P (这等价于A的相对紧性，因为卩(X)是可 

分距离空间).对A W B(X),令

Qn(A) = Pn(AnX),

则易知Q允为(X,5(X))上的测度(注意3(X) = 设

{丘出,…}为C(X)的一可数稠子集，我们不妨设办@) = 1旳e 

乂 用对角线法则，可选取(Qn)的子列(Q»),使得对每个j = 

1,2,•…，下述极限存在且有穷：

lim [ fjdQnk = Z(力). (6.3.1)
fc—>OQ J

I可唯一扩张成为C(X)上的一正线性泛函.由于Z(l) = 1,故由 

Riesz表现定理，存在Q € P(X),使对一切f e C(X),有Q(f)= 

心).于是由(6.3.1)式不难看出，Q% 3 Q.下面我们将证明：存 

在P €卩(X),使Pnk骂P.

由于假定A是胎紧的，故对每个m = 1,2, • • •,存在X的紧子 

集《机(从而也是X的紧子集)，使得Png)〉1-気k = 1,2,….
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显然有QmE = Pnk(Km\于是有(注意Qs 3 Q)

Q(Km}》limsupQ耘(Km) > 1 - —, m = 1,2,…
fc—>oo m

设 Xo = UnKg 贝l」Q(Xo) = l.令

PQ4) = QG4QXo), AwB(X),

则PWP(X),且P(Xo) = l.设F为X中的闭集，则存在乂中的 

闭集4,使F = 4 Q X,于是我们有

P(F) = P(A Q X) = P(A n Xo) = Q(A n Xo) = Q(A)

> limsup Qnk(^-) = limsupl^fc (A Q X) = limsupl^fc (F). 
fc—>OO fc—>O© ZcTOO

故由定理624知，P你2P.⑴得证.

(2)不妨设(X,p)本身是完备的.设A是P(X)中的相对紧 

集.对任给d〉0,因X是可分的，故存在可数多个直径为6的开 

球41,念,…，使得1X1企=X.令禺=Ui<nA,则V£ > 0,存 

在口，使得inf{F(Bn):Pea} >1-6.因为如若不然，对每个g 

存在Pn e A,使Pn(Bn) <1-S.由于(Pn)的相对紧性，存在子列 

(RJ使Pnk g P,这时有(注意Bn为开集，且3訂X)

P(Bn) < liminf Pnfc(Bn) < liminf Pnk(Bnk) <l-e.
fc—>oo fc—>oo

由上式得P(X) s 1 - 6这不可能.由上所证，给定e〉0,对每 

个A; = 1,2,…，存在有限多个直径为1/k的开球血1,…，Aknk,使 

得inf{P(U^i^) : P e A} > 1 - s/2k.如果令K为全有界集

U^i Aki的闭包，则K为紧集 個(X,p)是完备的)，且有 

inf{P(K) |PEA}>l-s.依定义 A是胎紧的.(2)得证.
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习题

6.3.1设（见）C P（X）.若（见）为相对紧的，且只有唯一的极限点 

P,则 P.二 P.

6.4可分距离空间上概率测度的弱收敛

设（Q,兀P）为一概率空间，（S“）为一可分距离空间.Q到 

S中的Borel可测映射称为S值随机元.对随机元X,令

“（4） = F（Xi（A））, 4w3（S）,

则“为（S,3（S））上的概率测度.称“为X的分布，记为QX）.

6.4.1定义 设（爲，兀，血）心1为一列概率空间，（Q,A,P） 

为一概率空间，及X分别为（九，兀，血）及（Q, A,P）上的S 

值随机元，其分布分别为%及“•如果%骂“,则称（XJ依分布 

收敛于X,记为Xn 4 X.

设X料及X都是定义于同一概率空间（Q,匚P）上的S值随机 

元 如果p（Xn,X）芳0,则称（X』a・s・收敛于X,记为X.甥X; 

如果p（X初X）马0,则称（X切依概率收敛于X,记为X.马X.

显然X.皓X 3 Xn& X.下一命题表明X.5X今X.5 

X.

6.4.2命题 设（XJ及X为（Q,A,P）上的S值随机元 如 

果 xn5x,则对任何 f e Cb（S）,有 lim P（|/（Xn） - 几X）|） = 0.
n—>oc

特别有Xn 4 x.

证明 由定理2.3.4及2.3.5知： Xn A X,当且仅当对 

（XJ的任一子列（XQ存在其子列（X%）,使X%緝X.于是 

X.5 x蕴含f（xn） 4 /（X）, v/ e Cb（s）.又由于f有界，故有 

lim F（|/（Xn） - /（X）|） - 0.特别，令如及“分别为禺及X的
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分布，则有

期(f) = P(f(x“) T p(f(x))= X/).

这表明s骂“，即 如4 x.证毕.

下一定理称为Skorohod-Dudley表现定理，它表明可分距离 

空间上的概率测度的弱收敛可以表现为随机元序列的a.s.收敛这 

样'一来可以使一些结果的证明变得简单和清晰.原先结果是1956 

年 Skorohod 在 Theor. Probab. Appls. 1: 261-290 中对波兰空间情 

形给出的，下面的一般结果

968 年 Dudley 在 Ann. Math. Statist. 39: 1563-1572 中给出 

的.这里的证明取自Dudley[3].

6.4.3定理 设(S,d)为一可分距离空间，只戸,戸2,… 为 

(S,3(S))上的一列概率测度.如果Pn ■ P,则存在一概率空间及 

其上的一列S值随机元Xo,Xi,X2,…，使得P为X。的分布，Pn 

为如的分布，且X九甥Xo.

证明 由于s有可数稠密子集，且除了至多可数多个r >0 

夕卜，开球B{x,r) = {y\d(x,y) < r}为P连续集，故容易证明：对 

任一肌=1,2, •我们能够将S分为互不相交直径小于m~2的P 

连续可测集仏皿念“….不妨假定对一切3和m, P(Am) > 0. 

取 fc(m)足够尢 使得 P(Ui<fc(m)Am) > 1-m-2.由定理 6.2.4 

知，对一切3和 m,有 limn—>oq -fn(-Ajm) = 于是可取

nm足够尢 使得对一切j = 1,…，有Pn(Ajrn) > 

(1 - m-2)P(Aim).我们可以假定nm严格单调增且趋于g 对 

71 N 711,存在唯一的 m = 771(72),使得 < "m+l,令

r/n(E) = (1- m~2) 工 P(Ajrn)Pn(BlAjm)y B W 3(S), 
l<j<k(m)

其中 P(B|A) = P(BA)/P(A).又令 an = Pn- %,则 rjn 和 g 为
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非负测度.再令z = (0,1], Sn二S,兀=3(S),n > 0,定义

= 1 X Sn, T = ^(1) X fj[^n
n>0 n>0

我们将在(2鬥上构造一概率测度Q,使得坐标X讥的分布为P“ 

X。的分布为P,且d(X小X。)T 0, Q・a.s..为此,给空间(厶3⑴)'和 

(So,兀))分别赋予Lebesgue测度和概率测度P.对(t.x) e I x S°, 

定义(Sn,5(Sn))上的概率测度如下：

"仇(t，R)(.) = P讥、如果 Tl < Tl\；

“仇(t, ")(•) = |4伽(仇))，如果t > m(n) 2,

“仇(t, ")(•) = Q仇/q仇(S),其他情形.

令 E = IIn>l Sn, £ = IIn>l F"对 d) € Z X So,用 “(t, 1, •)表 

示(EQ上由s(t,”)(.)产生的乘积概率测度，则心小为从 

(IxSo,^(/)x^o)到(E，G 上的概

屎在(Q, A)上构造一概率测度Q如下：

Q(W)=[[[
JiJsJe

Iw(t,", 9)“(t, x, dy)P(dx)dt, W e J7.

y — (”i, ”2,…J € E，令 Xo(t, Xj y) — xy Xny) — xn, 口 > 1. 

则当n5 时，显然有QX补=血.对n>n^由于

Qe(S) = 1 — (1 — m~2) 工 P(Ajrn),

l<j<k(m)
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这里m = m(n),我们有

QX~\B) = (1- m~2) 工 P(Ajrn)Pn{B\Ajm)

+ (1 — m~2) (1- 工 P(Ajrn)an(B)/an(S))

l<j<k(m))

+ m~2an(B)/an(S)

=+ an(B) = Pn(B).

令 Bm = ( |Ji<fc(m) ,则

OO OQ OQ

E Q(Xo e Bm) = 52 P(Bm) < 52 m-2 < oo.
m=l m=l m=l

由 Borel-Cantelli 引理(见定理 7.1.5(1))知，Q(C|舊 U囂订X。e 

3』)=0,于是对Q・a.s. 3,当m充分尢存在j < k(m)使得 

Xo(3)E Ajm.另一方面，由于当n>m时有

R)(4/m(zi)) = 1,如果 t n m(71) 2，r € 4/^(仇)，

且4伽的直径小于m-\于是当n充分大(这导致m充分大)，我 

们有 Q(d(X小X。)> m(n)-2) < 从而由定理 2.3.4(1)知，

Xn T Xo, Q・a.s..定理证毕.

习题

6.4.1 设X伦为(Qn,^n,Fn)上的S值随机元，a € S.则Xn 4 
a \ V Xn E a.

6.4.2设及匕是(Qn,^n,Pn)上的S值随机元，X为(Q,厂,P) 
上的随机元.如果 V£〉0,有 lim Pn(p(Xn, Yn)>e) = 0,则 Xn 4 X <=> 

n—>oo
K 4x.

6.4.3 证明命题627的如下推广：设(X,p)及(F,d)为两个距 

离空间，只…为3(X)上的概率测度，P, P.又设C €
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3(X), /, A, f2,…为x到F中的Borel可测映射.如果P吃€ C) = 1,且 

对 sn T S € C 有 /(3n) T 几S),则 Pnf'1 t P

6.5局部紧Hausdorff空间上Radon测度的淡收敛

由定理6.1.2我们自然引进如下的定义：

6.5.1定义 设X为一局部紧Hausdorff空间，“,冋,畑… 

为3(X)上的Radon测度 如果对一切f e Cg 有

则称(S)淡收敛于“,记为S A

由Riesz表现定理知，淡收敛的极限是唯一的.

6・5・2命题 设X为一局部紧H ausdorff空间，“1,畑・••为 

®X)上的Radon测度 如果对一切f E C/X),下述极限存在且

有穷:

(6.5.1)

则存在3(X)上唯一的Radon测度“，使得叽A

证Z为Q(X)上的正线性泛函，故由Riesz表现定理，存在 

唯一的 Radon 测度“使 Vf € C/X),有 1(f)=心.故由(6.5.1) 

式知Mn A

6.5.3引理 设X为一具可数基的局部紧Hausdorff空间，“ 

为3(X)上一 Radon测度，则对任一紧集K、存在一包含K的“ 

连续紧集.

证 由习题5.1.9知,存在一列紧集(KJ使心U忌+i，n>l, 

且X = Un^n.于是存在某个从使K U K和令P为X上与拓扑 

相容的距离(见习题5.1.11),则存在6〉0,使{x\p{x,K) <5} C 

忌.令尺={"S(叭K) < t},则 dFt = {x\p(x,K) = t}.由于 
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dFt n = 0, s ,且 dFt C Kn. 0 <t <6,故存在某 t0 e (0,6), 

使“(3尺。)=0(注意“(忌)=y(Kn) < 8).于是Ft0为包含K的 

“连续紧集.证毕.

6・5・4定理 设X为一局部紧Hausdorff空间，“,如,畑… 

为3(X)上的Radon测度 考虑下列命题：

⑴ Mn，“；

(2) 对一切紧集K,有limsups(K) < “(K),对一切相对紧开
n—>oo

集 G,有 “(G) Slim inf s(G);
n—>oo

(3) 对一切M连续相对紧Borel集3,有lim pn(E) = “(3).
n—>oo

则有(1)今(2)今(3).若X具有可数基，则上述三命题等价.

证 ⑴今(2).设s , K为紧集 对任给6>0,由“的正 

则性，存在开集UDK,使“Q)<“(K)+e.于是由命题5.1.20(2), 

存在仆C/X),使得IK<f< Iu，因此我们有

limsupfin(K} < lim %(f) < “©) < “(K) + £.
n—>oo riToo

由于£是任意的，故有limsup(If) < “(K).现设G为相对紧
n—>oo

开集.些任给e > 0,存在紧集K u G,使“(G) V “(K) +「取 

f e Cc(E，使 IK<f< Ig,则有

liminf s(G) > lim Mn(/) = “(f) > “(K) > “(G) - £.
n—>oo n—>oc

由于£ > 0是任意的，故有liminf s(G) > “(G).
n—>oo

(2)今(3)由下式看出(注意B为紧集，E。为相对紧开集)：

limsup < limsup < 卩(B) = /z(B°)
n—>oo n—>oo

< liminf /zn(B°) < liminf /zn(B).
n—>oo n—>oo

现在假定X为具有可数基的局部紧Hausdorff空间.为证 

⑴,⑵及⑶ 等价，只需证⑶今⑴.设⑶成立，令fW G(X),
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由引理6.5.3,存在“连续紧集C,使C Dsupp(/).令

n C), i/(B) = n C),

则对任何u连续集3,易知Bnc为“连续集(注意d(B nc)= 
B7Tc\BonC° c BnC\B°nC° c(aBuac)nC = (5BnC)uac), 
从而由⑶知

lim yn(B) = lim /zn(B Q C) = u(B n C) = moo moo

但x为可距离化空间，故由命题6.2.4知yn -4 U.由于supp(/) C 

C,因此有

lim Mn(/) = lim =巩力=“(/)•
ti—^oo n―Yoo

由于f € Cc(X)是任意的，故依定义有Mn A 证毕.

下一命题用弱收敛来刻画淡收敛.

6.5.5命题设X为一具有可数基的局部紧Hausdo迅空间， 

対,“2,…为®X)上的Radon测度令(GJ为一列相对紧开集， 

使G匕T X. ((Gfc)的存在性见习题5.1.9).任取fk e Qc(X),使 

G <fk<l (见命题5.1.20(2)).令 叫=扎则下列二断言等 

价：

⑴如,某“；

(2)Vk, T 某以，71 T CO.

此外，这时有* =血

证 ⑴今⑵显然.往证(2)今⑴.设⑵成立，令f € G(X), 

则由于supp(/)为紧集，故存在某饥，使supp(/) C Gko.又由于 

Ig时< fk0 < 1,故有fGko = f.因此，下述极限存在且有穷：

Jim Mn(/) = lim Mn(/Ao)
n—>oo 
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故由命题6.5.2知，(“允)淡收敛于某Radon测度命题最后一 

断言显然.证毕.

作为命题6.5.5的一个重要推论，我们得到一族Radon测度关 

于淡收敛拓扑为相对紧的准则.

6.5.6定理 设X为一具有可数基的局部紧Hausdorff空间， 

M为3(X)上的一族Radon测度.则为要M关于淡收敛拓扑为 

相对紧的(即M中的任一序列有淡收敛子列)，必须且只需对任何 

紧集 K,有 sup“€M “(K) < oo.

证由定理6.5.4知，条件的必要性显然.现证充分性.设对 

任何紧集K,有sup^mMK) V oo.令(GQ为一列相对紧开集， 

Gk T x, (A) C Cc(X),使 IGk < A < 1, A; > 1.对 M e M,令 

Mfc =几.“.则对每个A;及M W 在紧集supp(A)的余集上为 

o.又由于sup“€M瓦(X) < OO,故由Prohorov定理(定理6.3.4)易 

知：每个瓯={瓦| “ W M}按弱收敛拓扑是相对紧的(参见引理 

6.2.2).现设(Mn)为M中的一序列，则用对角线法则，可选(^) 

的一子列(叽)，使得％ > 骂某“加j T OO.故由命题

6.5.5知叽骂某这表明M按淡收敛相对紧.证毕.

为了进一步研究Radon测度的淡收敛，我们需要下述引理.

6.5.7引理 设X为一具有可数基的局部紧Hausdorff空间， 

令B为一紧集(相应地，开集).则存在紧集(相应地，相对紧开 

集)禺，及AeCc(X),n>l,使得

Ib < fn< lBn J (相应地,Ib > fn> T %)•

证 由习题5.1.9,存在相对紧开集序列9小71 > 1),使G“ T X. 

设B为紧集，则存在某％,使3 U •任取X上与拓扑相容的 

距离P,令

B£ = {x\p(x,B) < e},
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则当£ > 0足够小，有B£C Gno.记耳,=BS二1,令

讥 P
fn(x) = 1-----(心 3) A -),

e n

则fn e Cgh <fn< lBn J lB,对相对紧开集B,类似可证引 

理结论.对一般开集B,可考虑相对紧开集G仇.我们将证明细节 

留给读者.

下一定理表明：淡收敛拓扑是可以距离化的.

6.5.8定理 设X为一具有可数基的局部紧Hausdo迅空间， 

令冗表示B(X)上Radon测度全体，则冗按淡收敛拓扑为波兰 

空间.

证 设C为X的可数基，不妨设C对有限并闭，且C中的元为 

相对紧的.由引理6.5.7,对C W C,存在弘W G(X),使0 S %. 

由于C中元素是可数的，我们可以把相应于所有CWC的序列(gj 

合并排列为丘J2,…,则Radon测度“显然由MA), A; = 1, 2,…} 

唯一决定，因后者决定了“在C上的值.

由定理6.5.6容易证明：%二某“，当且仅当对一切k > 

l,Mn(A)收敛于某实数％于是若令

OO

)=工2-”1 - exp{_ “(％) - /(A)|}1, “,M e 冗， 

k=l

则d为兀上的距离，且“仇厶“ O d(“仇，“)T 0.此外，容易验证 

(冗,d)为可分完备距离空间.证毕.

，6.5.1补足引理6.5.7及定理6.5.8的证明细节.

6.5.2设X为一具有可数基局部紧Hausdorff空间，从辺用2,…为 

3(X)上的Radon测度，且叶厶卩.则对任何有紧支撑的“连续有界Borel 

可测函数/,有- “(•/*)•(提示：利用命题6.5.5及命题6.2.8.)
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6.5.3设X为一具有可数基局部紧Hausdo逛空间，〃，“「畑…为 

3(X)上的有限测度(从而为Radon测度)，则下列断言等价：

(1) “n 骂“；

(2) “九△ 且 —> “(X)；

⑶ s -4 “，inf{limsups(Kc)| K为紧集} = 0.
n—>oo

• 185 •



第7章概率论基础选讲

由于本书不是一部概率论教材，我们不打算系统介绍概率论 

的内容.本章着重介绍与测度论有关的一些重要概率论基础问题.

7.1事件和随机变量的独立性，0"律

设（Q,A,P）为一概率空间.在概率论中，我们称尸中的元为 

（随机）事件，称a为必然事件,Q上的A可测函数称为随机变量. 

设e为一随机变量，若£关于p的积分存在，则称积分UdP为 

e的数学期望，记为£[£]•概率为1成立的性质称为几乎必然成 

立，简称为a.s.成立.

事件的独立性概念是概率论的最重要的概念之一.

7丄1定义 设4, £为二事件，如果P（AnB）-P（A）P（B）, 

称4与厂独立更一般地，设41,念,…，仏为允个事件，如果 

对任何m<n及\纟血 < 烷 < …• < k讥上n,有

m m
p（n 池rip 亦），

称（A,念,…，俎）相互独立.注意：（4],冬,…,An）两两独立不 

一定相互独立.

7丄2定义 设V = ｛At,teT｝为一族事件.如果对T的任 

何非空有限子集S,有尸（0凸厶）=lUsPd）,则称D中事件 

相互独立.设｛Ctlt e T｝为一族事件类，如果从每个事件类5中 

任取一事件儿,｛如』G T｝中事件相互独立，则称｛Ct,t G T｝为 

独立（事件）类.设｛&』e T｝为一族随机变量.若e T｝ 



为独立事件类，则称｛&』e T｝相互独立.

7.1.3定理（独立类的扩张）设｛Ctjt e T｝为一独立事件类， 

如果每个G为7T类，则e T｝为独立事件类.

证 不妨设Q属于每个G（因为添加必然事件Q不影响独立 

性）.设允22,S = ｛si,…，s^｝为T的有限子集，令

n n
Q= ｛△ G 厂 | F（An Q Cj） =P（A） • H P（Cj）, Cj e <n｝,

j=2 j=2

则Q Z） Csi，Q为入类，故由单调类定理知Q D /CsJ.这表明 

｛（T（Cs]）,Cs2,…,Cs訂为独立事件类依此类推，｛cT（Cs]）,・・・，CT（CsJ｝ 

为独立事件类.由于s为f的任意非空有限子集，故e T｝ 

为独立事件类.证毕.

下一命题给出了随机变量相互独立性的判别准则.

7.1.4命题 设｛&』e T｝为一族随机变量，则为要它们相 

互独立，必须且只需对T的任一有限子集S = ｛si,…，s“｝,及 

叼，…，％ W R,有

n

S 龙1, Csn S xn） — ]] P（Esj S 叼）.

J=1

证 令以=｛[& R｝,t e T,则G为TT类.于是由定

理7.1.3立刻推得命题的结论.

下一定理称为Borel-Cantelli引理它在概率论中非常有用.

它的推广形式见定理7.1.8和系8.2.18.

7.1.5定理 设｛An,n>l｝为一列事件.
OO

（1） 若 E 戸（如）< X,则 P（仏,i.o.）=0;
n=l 00

（2） 若进一步｛An,n > 1｝为相互独立，则£ P（俎）=oo蕴
71=1

涵 P（An,i.o.）=l.
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这里{An,i.o.}表示{An,n > 1}中有无穷多个事件发生(i.o.
OO OO

是 infinitely often 的缩写)，即有{An,i.o.}= Q U
k=ln=k

OO OO

证 ⑴设刀 P(An) < OO,由于 V/c > l,{An,i.o.} c U 俎， 
n=l n=k

从而

OO OO

P(An, i.o.) < P(|J An) < 刀 F(An) TO, k oo.

n=k n=k

oo

(2)设{An,n > 1}相互独立.假定£ F(An) = oo,则对任何
- n=l

m> k 有(注意：1 — z S e~xyO < x < 1)

m mm m

1 -P( U 俎)=P( Pl 益)=U (1 - P(俎))< exp{- £ F(An)}.
n=k n—k n=k n=k

因此，对一切k>l,有

oo m

o < 1 - F( |J An) = 1- ^lim^ P( U 竝)

n=k n—k
m

< lim exp{- V 尸(俎)} = 0， 
m—>oo

n—k

从而有

OO OO oo

P(仏，i.o.) = P(p) U An) = fclim F(|J An) = 1.
Zc —— 1 k Tl>—Zv

7.1.6系(Borel 0-1律)设｛An,n > 1｝为相互独立事件, 

则依 E p(An) < oo 或=oo 而有 F(An,i.o.)=0 或 1.
n

7丄7引理 设｛Ak,l<k<n｝为一列事件，则有

n

p(U 血)》

k=l

(ELiP(^))2
(7.1.1)
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(7.1.1)式称为 Chung-Erdos 不等式(见 Trans. Amer. Math. Soc. 

72(1952), 179-186).

证 令X/. = IAk,由Schwarz不等式得

n 2 n n
(E(工忑))< P£Xk > 0)E[(刀X冲

k=l k=l k=l

由于 ^（ELi 〉o）= p（^=k 血），故（7.i.i）式得证.

下一定理是Borel-Cantelli引理的一个推广，它是Kochen-Stone 

在 Illinois Journal of Mathematics 8（1964）, 248-251 中给出的.下 

面的证明是新的.

7.1.8定理 设｛△小n>l｝为一列事件，满足P（如）= 

oo,则

P(An, i.o.) > limsup
TlTOO

CEJP（去）尸 

刀红丿（心）

r 工yvyP(如)P⑷)
n—y(x> ^21<i<k<n 卩(4去) (7.1.2)

特别地，若｛An,n > 1｝中事件两两独立或负相关(即P(AiAk) < 

F(A)(P(Afc),Vz 丰町，贝I」P(An,i.o.)-l.

证 令％ =(刀匸卩⑷))2心=则由 

lim口Tg dn =oo及亿1.1)式知lim^Too叽=oo.于是再由(7.1.1) 

式及刀二=m+i P｛AiAk) <bn-bm 推得

oo n

P( U 血)=lim P( U 去)

k=m-\-l k=m-\-l

、(v/^n — Q/n) [. Qn> lim sup — —----- -------- = lim sup —.
Ti—>oo 一 tiToo On

在上式中令m T oo即得(7.1.2)中的不等式.由于PU =
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O0且

/ 71 \ 2 n
(工 P(g) <2 £ F(A)F(Afc) + £P(A),
k=l l<i<k<n k=l

故有
Rm KA⑷) _ n
宀 ^<i<k<nP^)P(Ak) - O

由此推知(7丄2)中的等式成立.

7.1.9定义 设Rn,n>l｝为一列随机变量，令

OO

Q = Pl /｛D > 兀｝,

n=l

称。为Kn,n > 1｝的尾e代数,0中的元素称为> 1｝的尾 

事件.

下一定理称为Kolmogrov 0-1律.

7.1.10定理 独立随机变量序列的尾事件的概率为0或1.

证 设Kn,n> 1｝为独立随机变量序列•对任何n> 1,由定 

理 7.1.3 知：1 <j <n｝与 cr(XjJ > n)独立从而 <7(§, 1 <
OC •

3<n)与。独立(Q是尾<7代数).令力=U <n),则
-- ]

力与。独立但力为7T类，故由定理7.1.3知(T(X)与Q独立显 

然Q u <7(4 = 呃j n 1),故Q与Q独立.于是对任何Dev, 

我们有 P(D) = P(D HD) = P(D¥,从而 P(D) = 0 或 1.证毕.

下面介绍Hewitt-Savage 0-1律,为此先引进一些概念•设(S,S) 

为一可测空间，令(S",S")和分别表示n次乘积和无 

穷乘积空间.令p：NtN为一双方单值映射，如果除有限多个 

/外，恒有P(n) = n,则称卩为N的一个有限置换.对任一有限置 

换勺在上定义一置换Tp如下：

Tp(s) =(Sp(i), Sp(2),…)，s =(S1, S2,…)G S°°. 
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关于所有有限置换不变的集合称为对称集,中对称集全体构成 

5-的一子<7代数，称为置换不变a代数.

下一定理称为Hewitt-Savage 0J 律.

7.1.11定理 设 0凡P)为一概率空间，£ = (&,&,•••)% 

定义在(2兀p)上取值于(s,s)的一列独立同分布随机元，g为 

S®置换不变。代数，则「1⑼中元素的概率为0或1.

证 令忌为到(s“,S")上的投影映射，令兀= 

咗1(歹).则有5- = gu/k).设“为£在上的分布•令 

A eg,则由习题1.3.4知，存在Bn e歹使得“(4△咗1(禺))T 0. 

令Bn = Sn X Bn,则存在一有限置换Pn,使得坊評；1(禺)= 

7T^(Bn).由于A为对称集，我们有

“◎△7T腐(瓦))=//(AAtt-1^)) T 0.

于是有

M(AA(7r-1(Bn)n7r^(Bn))) < “(4△应扛禺))+“(4心盘(瓦))T 0,

从而

“(咗 1(d) Q 兀兌(瓦))T “(▲)•

但咗1(d)与7T^(Bn)在M下独立，

“(7T；1(禺)A 7T衰(瓦))=“(应1(禺))“(7T親瓦))T “(4)2,

这表明“(4) = 0或1.由于AeG是任意的，“(4)=戸(£-1(4)), 

故C1^)中元素的概率为0或1.

下一定理称为NeymamPearson引理,它是数理统计中似然 

比检验理论的基础.

7.1.12定理 设P和Q是可测空间(Q,厂)为上的两个概率 

测度 P(A) = P(AHN)+fAgdQ 为 P 关于 Q 的 Lebesgue 分解， 
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这里 Q(N) = 0,在 N 上约定 g = g.设 a〉0.令 A(c) = [g〉c], 

则 F 中任何满足 Q(4) < Q(4(c))的 4,有 F(A) < F(A(c)).

证 设4 Wk令F = % - 则F(g - c) > 0,且在N上 

F>0.于是有

F(A(c)) 一 P(A) = / FdP = / FdP + / FgdQ

> c FdQ = c(Q(4(c)) — Q(Q).

定理证毕.

习题

7.1.1设（％九山》1）为独立随机变量序列，贝I」：

（1） limsupXn与liminfX九为退化随机变量（即a.s.等于某一常数）;
n—>oo n—>oo

（2） 为要P（ lim Xn = 0） = 1,必须且只需对任何C > 0,有
n—>oo

刀 P（|X』〉C） < 00.（提示：利用 Borel-Cantelli 引理.）
n

7.1.2设（Xi, 1 < z < n）为独立随机变量序列.若每个Xi非负或每 

个乂可积，则有冏口二列=口二工凶].（提示：从简单随机变量过渡 

到非负随机变量.）

7.1.3设X及Y为相互独立可积随机变量，且E[X] = 0,则E[\X + 

yI ] n 鬥]•（提示：|2/| = \E（y + X）\<E\y + X|.）
r.i.4设（&）为一列非负实值随机变量，则存在一正实数序列（％）, 

使得久& < oo a.s..（提示：取一正实数列仏）,使得刀倉P（& > 

an） < oo,然后利用 Borel-Cantelli 引理并令 cn = （2nan）_1.）
7.1.5设（Q,兀P）为概率空间，&，…，&为非负随机变量，且£[&] = 

1,1 ° s.证明n:=1号e;=1呢疡]> i.（提示：令w号e;=1 &,将 

HL舟E；=1 写成exp{刀二]logE疋]},其中E悶=E[滴，然后

用Jensen不等式，最后再用不等式a; log a? > a? - 1, a? > 0.）

r.1.6 设（Q』,P）为概率空间，A,...,An F（Ai） > 0,1 < 
。S e令4二UL &，证明HL寺E；=1為閔 > （周广（提
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示：利用上一题的结果.）

7.2条件数学期望与条件独立性

设（Q,兀F）为二概率空间，4和厂为两个事件，且P（A） ＞ 0. 

在A发生的条件下B发生的概率显然等于P（AB）/P（A）,我们称 

之为厂关于4的条件概率，记为P（B\A）.

设（Ej）ys 为Q的一个有限划分，且巧e兀P（巧）＞ 

0,1 ＜ J ＜ m.令G为由（巧）生成的＜7代数 对一可积随机变量 

X,令

称E[X\G]为X关于g的条件（数学）期望.如果（&）圧心是Q 

的一个有限划分，且儿w兀1「S弘x = 1X1 aJAi为一简单 

随机变量，则易知

E[X\g] = ^^aiP(Ai\Bj)IBj.

E（x\g）是一 g可测随机变量，满足:

e[e[x\g]iB] = e[xib], vb e g. (7.2.1)

下面我们将条件期望推广到一般随机变量及＜7代数情形.设 

（Q,兀P）为一概率空间，9为厂的一子＜7代数.设X为数学期 

望存在的随机变量，令y = X.P为X关于P的不定积分，即

则u为符号测度，且"关于卩绝对连续.若将"及P都限于（2 6, 

则仍有U《P.令Y为U关于P在（Q,g）上的Radon-Nikodym

• 193 •



导数(见定理3.3.H),则了为g可测随机变量，且有

E\YIb] = E[XIbI VB € G

我们称随机变量Y为X关于g的条件(数学)期望.由命题3.1.8 

知：在p等价意义下，条件期望Y是唯一确定的，我们把它记为 

E[X\QY它由(721)式所刻画.

7.2.1定理条件期望有如下基本性质：

(1) ElE[X\g]]=E[X];

(2) 若 X 为 g 可测，则 E[X\ g}=X as;

(3) 设 g = {0, Q},则 E[X\Q} = E[X] a.s.;

(4) E[X\G\ = E[X+| G] - E[X~\g] a.s.;

(5) X > y a.s.今 E[X\Q] > E\Y\ Q] a.s.;

⑹ 设5,C2为实数，X,Y,5X + C2Y的期望存在，贝I」

E[C1X + c2y| g] = C1E[X\ Q\ + c2E\Y\ g] a.s.,

如果右边和式有意义；

⑺ \E[X\g]\<E[\X\\g] a.s.;

⑻设 0 s X/ X, a.s.,则 E[Xn\ Q] f E[X\Q] a.s.;

(9) 设X及XY的期望存在，且Y为g可测，贝I]

E[XY\ Q\ = YE[X\ Q] a.s.; (7.2.2)

(10) (条件期望的平滑性)设Qu広为厂的子”代数，且6 u 

02,则

E[E[X\$]| $] = E[X\ 创 as; (723)

(11) 若x与g相互独立(即/X)与g相互独立)，则有 

E[X\Q]=E[X] a.s..

证(1)—(7)容易由条件期望定义直接看出.
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(8)由⑸知，E[Xn\g]^Y^Y为一 G可测随机变量.于 

是，对一切E"

YdP = lim
n—y(x>

E[xn\g]dP lim
moo

XndP,

从而 Y = E[X\g] as.

(9) 不妨设X及Y皆为非负随机变量.首先设Y = IA,Aeg, 

则E[X\5为g可测，且对一切Ewg,有

[YE[x\g]dP= [ E[x\g]dP= [ xdP

Jb Jaqb Jaqb
=[XIAdP = [ YXdP, 

JB J B

故(7.2.2)式成立.然后利用(8)即可由简单随机变量过渡到一般 

非负随机变量.

(10) 设 B e 0i, ^IJ

[E[E[x\g2]\g1]dP = [ e[x\ g2]dP = [ xdP, 
Jb Jb . Jb

故有(7.2.3)式.

(11) 不妨设X为非负随机变量.设A 6 0,由于。与X相 

互独立，故由习题7丄1知

[E[X]dP = E[X]P{A) = E[XIa\ = [ XdP, 
J A J A

故 E[X] = E[X\ g] a.s..

关于条件期望，我们也有相应的单调收敛定理，Fatou引理， 

控制收敛定理，Hdlder不等式及Minkowski不等式，它们的证明 

与第三章关于积分情形相应结果的证明类似.因此，下面我们只叙 

述结果而略去证明.注意：对概率空间情形，a.s.收敛总蕴含依 

概率收敛.
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在下面几个定理中，（2兀尸）为一概率空间，g为尸的一 

子”代数.

7・2・2定理（单调收敛定理）设（XJ为随机变量序列，且每 

个Xn的期望存在.

（1） 设x“ f X as,且E[Xr] > -00,则X的期望存在，且 

E[Xn\g]^E[X\g] a.s.;

（2） 设X a.s.,且E[X』< oo,则X的期望存在，且 

E[Xn\g]^E[X\g] a.s..

7・2・3定理（Fatou引理）设（X』为随机变量序列，且每个 

X.的期望存在.

（1） 若存在随机变量匕使E\Y] > -oo,且对每个n > 1,有 

> V a.s.,则liminfX"的期望存在，且有
n—>oo

E[liminfXn| Q] < liminf E[X』切；

（2） 若存在随机变量r,使E[Y] < oo,且对每个n > 1, < 

X兀SYa・s.,则limsupXn的期望存在，且有
n—>oo

E[limsupX』Q] > limsupE[X』Q\,
n—y（x> n—>cx>

7.2.4定理（控制收敛定理）设X“ = X（相应地，X“EX）, 

若存在非负可积随机变量Y,使< Y as,则X可积，且有 

lim E[Xn\Q] = E[X\ Q} a.s.（相应地，E[Xn\G]斗 E[X\®）.
n—>oo

下一定理是控制收敛定理的推广形式.

725定理 设X“二 X,% 寻 Y湘应地，

Y）,其中F及每个人为非负可积随机变量.如果对n>l, |X』< 

Yn a.s.且 E\Yn\G]兽 E\Y\ ®湘应地，E\Yn\Q] 4 E\Y\ ®）,则 

有 E[|X“-X||5 兽 0（相应地，E[\xn-x\\g] 4o）.特别有 

E[xn\ G]吕 E[X\ 5湘应地，E[Xn\ g] 4 E[X\ Q]）.
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证 只需考虑as收敛情形.令Zn = Yn + Y-lXn-XI，则 

>0,且务弟2Y.故由Fatou引理得

2E\Y\ Q\ < liminf E[Zj Q] = 2E\Y\ Q] - limsup£；[|Xn - X| | 切，
□Too n->oo

于是有 lim E[\Xn-X\\Q]=0.证毕.
71—>OO

7.2.6 定理(Holder 不等式)设 1 < p, q < oo, 1/p + 1/q = 1, 

则

E[\XY\\g] < (E[\x\p\切)i/p(E[丫fl

727定理(Minkowski不等式)设p > 1,则

(E[|X + Y|p| 5)必 < (E[\X\P\ 5)必 + (E[\Y\P\5)1/匕

下面将条件期望的概念推广到最一般的情形(见严加安[13]). 

7.2.8定义 设(Q,兀P)为一概率空间，X为一随机变量，

9为F的一子。代数.若E[X+|® - E[X~\g] a.s.有定义(即 

P(E[X+1切=oo, E[X-1切=oo) = 0),则称X关于0的条件期望 

存在，并令(约定oo - OO = 0)

e 凶 g] = E[x^\g]-E[x-\g],

我们称e[x\切为x关于g的条件期望.

若g =巾,q},则x关于g的条件期望存在，当且仅当x的 

期望存在.此外，任何Q可测的随机变量x关于g的条件期望存 

在，且 E[X|5=Xa.s..

下一定理给出了条件期望存在的随机变量的一个有用刻画.

7.2.9定理下列二断言等价：

(1) X关于g的条件期望存在；

(2) 存在G可测实值随机变量& lei > o as,使£X的期望存 

在.
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证⑴今(2).设⑴成立令

A = [E[X+\ Q\ = cx>], B = [E[X~\Q] = oo],

则 P(4Q £) = 0.令 T/ = IAC 一 IA,则 |t/| - 1, t/ 为 g 可测，且有 

(7；X)+ = 7/+X+ + 77-X-,故有

E[^X)^\g] = IAcE[X^-\g]+IAE[X-\g] < 00 a.s..

令 e = T//(i + E[®X)+|5),则 E[(£X)+|® < 1 as.特别， 

E[(£X)+] < 1,于是EX的期望存在.

(2)今⑴由下一定理的⑴推得.

下一定理是定理7.2.1的推广.•

7.2.10定理7.2.8定义的条件期望有下列性质：

(1) 设X关于9的条件期望存在，则对任何Q可测实值随机 

变量& EX关于g的条件期望也存在，且有

E[£X| Q] = £E[X| Q\ a.s.. (7.2.4)

(2) 设X「X2关于0的条件期望存在•若X1+X2及E[Xi| 5 + 

E[X2\g] a.s.有意义，则X1 + X2关于g的条件期望存在，且有

E[Xr + X2I 切=E[X±\ g] + E[X2\ g] a.s.. (7.2.5)

(3) 设。及兔为厂的子b代数，且01 C 02.若X关于$ 

的条件期望存在，则X关于g2的条件期望存在，E[X\$]关于 

G1的条件期望存在，•且有

EiE[x\g2]\g1] = E[x\g1]. (7.2.6)

证 ⑴我们有(£X)+ = E+X+ + £-X-,(£X)- = E+X- +

X+.于是有

E[(£X)+| g] = E+E[x+| g] + rE[x~\g], (7.2.7)
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E[^x)-\g] =「E[x+| g] + ^E[x~\g], (7.2.8)

由于假定E[X+| g] - E[X-\G] a.s.有意义，故£X关于g的条件 

期望存在.由(727)式及(7.2.8)式推得(7.2.4)式.

(2)令 4 二[ElX^g] = -00],B = [E[X2\g] = -00],则依假 

定，E[Xi|5+E[X2|g]a.s.有意义，故在 A ± a.s.有 E[Xi|® <oo, 

在厂上a.s.有E[X2\ Q\ < 00,于是有

IaE[X^\ Q\ < 00 a.s., IbE[X^\ Q\ < oo a.s.. (7.2.9)

令 E = Iaub 一 Ocrwc,则 |e| = l,e 为 g 可测.记 Y = E(X1 +X2), 

我们有

Y+ < E+(X古 + X£) + £-(X[ + X"

E[Y+| g] < E[g+(x古 + x£) +「(X匸 + X=)| 5

=IAuB(E[X^\g] + E[Xt\ 5) (7210)

+ Iacqbc (-^[-^1 I Q\ + 巧[X? | S) < 00 a.s..

特别，丫关于g的条件期望存在.于是由(i)知Xi + X2关于g 

的条件期望存在.此外，令

Z1 = E+(X£ + X丈)+ £-(X〕+ X"

Z2 = £-(X 古 + X+) + E+(X[ + X"

则 Y = Zi — Z2,且由亿2.10)知 E[Zjg] < 00 a.s..令耳= 

•讦諭I©,则E[®Z1] = Eg[Zi| g]] < 1,因此rjY的期望存在.故 

由(7.2.4)式及定理7.2.1(6)有

E\Y\ g] = -E[rjY\ g] = -(ElrjZ^ G] -
7； T]
1 •

=-(也[Z1| Q] - 7?E[Z2| g]) = E[Zr\ Q] - E[Z2\ Q]

= ^E[x1\g] + E[x2\g]),
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由此及(724)式便得(7.2.5)式.

(3)设X关于$的条件期望存在.由定理7.2.9知，存在6 

可测实值随机变量eiei >o a.s.,且ex的期望存在.由于e为02 

可测，故仍由定理7.2.9知，X关于g2的条件期望存在，且由 

(7.2.4)式得

E[x\g2] = ^E[^x\g2].

由于E[(x\ g2]的期望存在，故由⑴及上式知E[X\ g2]关于$ 

的条件期望存在，且有(利用(7.2.3)式)

E[E[X| g2]\ 创=討[硃X| 财闵=討[£X| 二 E[X\ 01],

(7.2.6)式得证.

下面讨论一类特殊的关于Q条件期望存在的随机变量.

7.2.11定义 设(Q,兀P)为一概率空间，G为厂的一子<7 

代数.称随机变量x关于g为"可积,如果存在e t Q, 

使每个Xlg为可积.

下一定理给出了关于g为可积的随机变量的一个刻画.

7.2.12定理 设X为一随机变量，则下列断言等价：

⑴x关于g为<7可积；

(2) X关于g的条件期望存在，且E[X\ g] a.s.有穷；

(3) 存在一 Q可测实值随机变量& Id > 0 as,使EX为可积 

随机变量.

证 ⑴今(3).设⑴成立 选取2使每个xg 

为可积.令
OO ]

2 若 2“(1 + E[|X|AJ)'e

则E〉o,E为g可测实值随机变量，且EX为可积.
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(3)今(2)显然.往证(2)今⑴.设E[X\ G] a.s.有穷，由于 

E[X\g] =E[X^\G]-E[X-\g],故 E[|X||® < oo a.s..令九= 

[E[\X\\g] < n],则 t Q a.s., W ® 且 Xg 为可积随机变 

量.故x关于g为<7可积.证毕.

下一定理给出了条件期望的Jensen不等式的最一般形式.

7.2.13定理(Jensen不等式)设° : R T R为一连续凸函 

数，X为一关于g a可积的随机变量，则e(X)关于Q的条件期 

望存在，且有

p(E[X| 5) < E”(X)| Q\ a.s.. (7.2.11)

证 令0为炉的右导数，则对任意实数丄用有

0(z)(9 — z) < p(9)-炉仗).

以E[X\g]及X代替上式中的丄及9得

00[X| 5)(x - E[X\5)+ ^E[X\ g]) < 叽X).

记上式左边的随机变量为匕则丫关于g的条件期望存在，且 

E\Y\ Q] = ^E[X\ 5).特别，由于 q(X)- < Y-,故 E“(X)-1 5 < 

E\Y~\g] < oo as.因此，°(X)关于g的条件期望存在，且有 

(7211)式.证毕.

下面我们推广有关条件期望的单调收敛定理、Fatou引理、 

控制收敛定理和Lr收敛定理.

7.2.14定理 设g为厂的一子<7代数，(x“mni)为一列 

关于Q条件期望存在的随机变量.

(1)(单调收敛定理)设 X“ f X a.s.,且 E[X^\ S] < oo as, 

则X关于0的条件期望存在(实际有E[X-\G} < oo a.s.),且有 

E[Xn\g]tE[X\G] a.s..
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(2) (Fatou引理)若存在随机变量匕使E\Y-\Q] < oo a.s., 

且对每个n> 1,有X“上Y as,则liminfXn关于G的条件期望
n—>oo

存在(实际有 E[(liminfXj-1® < oo a.s.),且有
n—>oo

£?[lim inf Xn \ Q\ < liminf E[Xn \ Q] a.s.. 
n->o© n—>00

(3) (控制收敛定理)设弟X, $ 兽Y湘应地，

X,乙4 Y),其中每个Yn为非负随机变量，且Y及每个匕关 

于 0 为”可积.如果对 n > l,\Xn\ < Ka.s.,且 E\Yn\Q] 3 
E\Y\ 5(相应地，E\Yn\Q] 4 E\Y\®),则有 E[\Xn-X\\ g]竺 0(相 

应地，E[\xn-x\\g] 40),特别有E[xn\g]与e[x\相应地， 

E[Xn\g]^E[X\G]y

(4) (ZZ收敛定理) 设OO > r > 1.若Xn监 X、则 

E[xn\g] E[x\g],

证 ⑴令E〉0为一 g可测实值随机变量，使£X[为可积，则 

" 的期望存在，且 "t EX as,故由定理7.2.2得E[^Xn\G] t 

E[£X| 切 as,但有 E[^Xn\ Q] = ^E[Xn\E[^X\G] = ^E[X\Q],从 

而有 E[Xn\G]^E[X\g] a.s..

(2) 容易由⑴推得.

(3) 只需考虑a.s.收敛情形.令Z“ = $ + Y — |X“ — X|,则 

Z九》0,且％台2Y,故由⑵得

2E\Y\ g] < liminf E[Z』Q] = 2E\Y\ Q\ - limsupE[ |X允-X| | Q\.
口 Too n->oo

于是有 lim E[\Xn-X\\G]=0.
n—>00

(4) 令f(x) = |^r，则/为R上的连续凸函数.故由(7.2.11) 

式得

\E[xn\5 - E[X\G]\r < E[\Xn - X|「|g],

在不等式两边取期望即得欲证结论.
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下一定理给出了计算一类条件期望的有用公式.

7.2.15定理 设(Q,兀P)为一概率空间，g为厂的一子＜7 

代数；(S,s)和(E,G为可测空间，X为一 g可测S值随机元， 

了为一 E值随机元.假定丫和g独立(即Y-1^)与Q独立).令 

gd,y)为SxE上的可测函数，使得E[|g(x, Y)|] ＜ 00,则 

有

E[g(X, Y)\Q}= E[g(x, 了川*x・ (7.2.⑵

证 不妨假定g@,9)为非负S x £可测函数.令畑 = 

Y)].为证(7212)只需证明对任意非负$可测随机变量Z, 

有

E[g(X,Y)Z] = E/(X)Z].

为此令

fXY(A) = P(Y-1(A))1

Mx,z(E) = P((X,Z)7(E) B e 5 x 5(R).

则有
= / gd,y)MY(dy).

由于Y和(X,Z)独立，我们有

E[g(X,Y)Z] = / zg(© y)my(dy)Mx,z(如 dz)

=I (如必)=E[Z几X)].

定理证毕.

下一定理是条件期望的Bayes法则.

7.2.16定理 设Q为一关于P绝对连续的概率测度，9为 

卩的一子＜7代数.令
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则77>O Q・a.s..如果X为一 Q可积的随机变量，则有

Eq[X\ g] = tj^EIX^ g] Q-a.s.. (7.2.13)

证首先，由于[z? > 0] 6 6我们有 .

Q(|y7 > 0]) = £[£/[◎〉()]] =莎切/曲〉。]]=E[q] = E[£] = 1,

设X为一 Q可积的随机变量，则有

E[X(IA] = Eq[xia] = Eq[Eq[x\ g]iA]

=E[EQ[X\g^iA] = E[EQ[X\VA e g.

这表明

E[X^\g]=EQ[X\g]T] P-a.s.,

从而上一等式Q・a.s.成立.由此立刻推得(7.2.13).定理证毕.

设e为一可积随机变量，丫为由(2厂)到(E,®的一可测映 

射.我们常将E[£”(Y)]记为E[C\Y]，这时令

“(4) = P(Y—i(4)),讥4) = 4立.

显然"关于“绝对连续.令g =瓠则由习题3.1.6知：VA e 5, 

我们有

Elg(Y)lY-i(A)] = /§(9)“(呦)=巩 4) = i(A)].

这表明E[C\ Y] = g(Y).我们常用记号E[^\Y = y]形式上表示g(0, 

尽管函数9只是片a.e.唯一确定的且[Y = y]的概率可能为零. 

作为这一结果的推论，我们得到如下有用的结果.

7・2・17定理 设X = (Xi,•…，X^)和Y = (H,•…，人)为两 

个随机向量，h为人尬上的一 Borel函数使得b(Xi,…，)可
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积.令“为Y在於上诱导的测度,

i/(4)= / 人(衍，…，如)力(衍,...
«/Rm xA

,妙1, Vn) ? 4 € ^(Rn),

其中F（衍，…，如,s,…，如）为X和Y的联合分布，则1/关于“ 

绝对连续，且有

E[/i(X)|« …，％] = g(人…，匕)， (7214)

其中g为i/关于“的Radon-Nikodym导数 如果F有密度函数 

/（^1 ° ,龙772, 91 ,…° , 如），则g有如下表达式：

g（s,…，如）=
『Rm 人(叼^m)f (衍,•…，91, ° …,yn)dx^' • 'dxm 

『Rm f (*^1，…° , , 91，° …,yn)dx\ • dx^
(7.2.15)

这里约定0/0 = 0.

7.2.18定义 设（Q,兀P）为概率空间，对E&F,令P回5 =

E[IB\5,称P[B\5为厂关于9的条件概率.设6$及02为厂 

的子。代数.如果对任意场G 6及型W 02,有

p[bx nb2\g] = p[Br\g}p[B2\g] as, （7.2.⑹

则称Gi与02关于g条件独立.

设①与％关于g条件独立，则对任意Si可测非负随机变

量X]及①可测非负随机变量X2,有

EIXM Q] = ®E[X2| Q} a.s„

设X及Y为随机变量.若a（X）与＜r（y）关于Q条件独立， 

则称x与丫关于g条件独立.类似可定义一随机变量与一子＜7 

代数关于Q的条件独立性.

下一定理给出了条件独立性的一个判别准则.
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7.2.19定理 设（Q,兀P）为概率空间，0$及6为厂的 

子。代数.则为要Qi与6关于g条件独立，必须且只需对任意 

耳2 W 6有

p[B2\g1 vg] = p[B2\g] a.s.. （7.2.17）

（或等价地，对任意d 5,有P[B1\S2 V^] = P01I切，a.s..）

证 首先（7.2.17）式右边为6"可测且｛B1nB\B1eg1,B e 

5｝为生成6 vg的7T类，由条件期望的定义易知（7217）等价于

[ P[B2\g]dP = [ IBjB2dP, Beg,B1 € 01. （7.2.18）
J Br\B^ J B

另一方面，（7.2.16）等价于

[卩[场|5尸02|5妒二 f IB1nB2dP, B 4 （7.2.⑼
J B J B

但对Beg.B.e 6R2 e %我们有

I P[B2\g]dP^ / IB1P(B2\g]dP
Br\B± J B

=/ E[IB1P[B2\G]\g]dP 
Jb

=[护1|5平2|则
Jb

即（7218）的左边与（7.2.19）的左边相等，因此定理得证.
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7.2.1 设 为严的一子(7 代数

为要Y = E[X\切，必须且只需EX = EY且对生成G的某7T类C中的所 

有集合 A 有 E[XIa] = E\YIa],

7.2.2 设 X,Y e 若 E(X|Y) = Y a.s.,E[Y|X] = X
a.s.,则 X = Y a.s..

7.2.3设XeL2(Q,5-,P),0为厂的一子(J代数 则

E{E[X\g] - X)2 = inf{E(Y - X)2 \Y e L2(Q, ® P)}.

7.2.4 设X及丫为(Q,^,P)上的实值随机变量，f{x,y)为R2 

上的非负或有界Borel可测函数.令6及6为严的子＜7代数 若X与 

V02独立，Y关于©Q®可测，则有

E[f(X,Y)\S1]=E[f{X,Y)\S2]

= E[f(x,Y)\g1ng2] a.s..

(提示：利用定理2.2.1.)
7.2.5设X及丫为(Q,^,P)±的实值随机变量，©及6为严的 

子＜7代数若X与Y及6独立，Y与©独立，则有

E[XY\ © V g2] = E[X\ Q1]E\Y\ 6].

7.2.6设£为(Q,兀P)上的可积随机变量，G和咒为尸的子(7代 

数，AeGnH•若 AQS = AQK 则有

E[C\G]Ia = E[^\H\Ia a.s..

7.2.7 1)设X,Y,Z,W为随机变量，(X,Z)与(Y,W)有相同的联

合分布，设f为非负Borel可测函数，证明E[f(X)\Z]与E[f(Y)\W]同分 

布.若 Z = 则 E[f{X)\Z] = E[f(Y)\W] as.
2)设X, Y为独立同分布可积随机变量，试求E[X\X + Y].
7.2.8设(X, Y)服从二维标准正态分布，试求E[X2\XY].
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729设（Q,兀P）为概率空间，G,H^n.n>l为尸的子代数 

则为要H与（兀,n> 1）关于G条件独立，必须且只需咒与方关于g条 

件独立，且对一切n>l,H与兀+i关于（0乃，…，兀）条件独立.

7.2.10设（QJ,P）为概率空间，&小> 1）为一列非负可积随机 

变量，（兀m N 1）为一列厂的子<7代数，使得E&|盒]依概率趋于0,证 

明Cn也依概率趋于0.（提示：利用习题3.1.7.）

7.3正则条件概率

设（Q,兀卩）为一概率空间，g为厂的一子/代数.由条件 

期望的性质知：条件概率P｛A\Q）有如下性质：

P[Q| 5 = 1 a.s., P[A| P] > 0 a.s.,

P[工Aj I 5 =工卩[勺I切a-s•-

这些性质与概率测度的性质很相似，不同之处在于出现了例外集. 

若对每个4 w厂,可选取P[A\ G]的一个版本使得对一切 

• € Q, P3 •）为（Q,厂）上的概率测度，这时称｛P®, A）^e^Ae 

厂｝为P关于0的正则条件概率.一般说来，即使（2厂）为可分 

可测空间，正则条件概率未必存在.本节将对可分可测空间情形给 

出使正则条件概率存在的一个充分条件（定理7.3.10）及一个充要 

条件（定理7.3.15）.

7・3・1定义 设（Q,兀P）为一概率空间，G为厂的一子代 

数.令｛P（3,.）w€Q｝为（Q,厂）上的一族概率测度，称它为P关 

于g的正则条件概率，如果：

（1） VA e严,，（•』）为Q上的g可测函数；

（2） VA E匚尸3 A）为P[A\ Q]的一个版本，即VBCS有
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正则条件概率的第一个应用是：条件期望算子成了关于正则 

条件概率的积分.

7.3.2定理 设｛P(y •),• e Q｝为P关于g的正则条件概 

率.设X为一随机变量，其期望存在，则对几乎所有3, X关于 

P3J的积分存在，且有

E[X|®3)= [ X(J)P3dJ) a.s. 3. (7.3.1)

证 从示性函数过渡到非负可测函数，证明细节从略.

在上述定理中，如果有从(2卩)到另一可测空间(EQ的可 

测映射6则可在(E，G上引出一族概率测度｛Q3，・)W e Q｝：

Q3,4) = P3，「iG4)), (7.3.2)

这时，对形如/(C)的存在期望的随机变量(其中f为(EQ上的 

Borel可测函数)，我们有(见习题3.1.6)

[ /3)Q3，dz)・ (7.3.3)
Je

在许多情况下，正则条件概率并不存在，但满足(7.3.3)式的概率 

测度族｛Q3 •)宀€ Q｝存在.我们称｛Q仙•),3 € Q｝为£关于G 

的混合条件分布.

下面我们给出混合条件分布的确切定义.

7.3.3定义 设为一概率空间，G为厂的一子/ 

代数.又设(四£)为一可测空间，E为(2㈢到(E,®中的可测 

映射(称C为在(E,£)中取值的随机元).令｛Q3，・)o e Q｝为 

(eq上的一族概率测度.称它为e关于g的混合条件分布，如 

果：

(1) V4w£,Q(・,Q 为 g 可测；
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⑵VA € £,Q3,A）为P[「i（4）|切的一个版本，即VB e彳

/ （?34）卩（加）=戸9址-1（4））,

或者等价地，（7.3.3）式对（EQ上非负或有界的Borel可测函数 

成立.

7.3.4注 若（E& = 为Q上的恒等映射，则关于

Q的混合条件分布就是p关于g的正则条件概率.因此，正则条 

件概率存在性的研究可以归结为混合条件分布存在性的研究.

下一定理给出了混合条件分布存在的一个有用的充分条件.

7.3.5定理 设（Q,兀P）为一概率空间，（E,£）为一可分可 

测空间，e为（2厂）到（尽习中的一可测映射.令“ =pr1,若 

U是£上的紧测度（见定义4.5.4）,则对:F的任一子O代数G存 

在£关于0的混合条件分布.

证 由第1章知：存在E上一代数儿其元素个数至多可数， 

使得巩人）=&此外，依假定，存在E上的一紧类Cc£,使得对 

每个有

“（4） = sup{/z（C） | CcA,CeC}.

因此，设人={41,企，…},则 Vz, 3Cik e C, Cik cAhk> 1,使

M（A） = sup “d " = 1,2,… （7.3.4）
k

对每个Ae£,令©3 A）为E[£T（4）| g\的一个版本，贝IJ

“（4） = sup/i（C^） = supP（L（g））
k k

=sup I Q^,Cik）dP < [ sup©（3, g）dF
kJ J k

< f = PG"（如）= “（&）.
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因此有

sup Q（3, Cik） = Q（3, Ai） a.s.. （7.3.5）
k

现令Q = ｛Cikli,k = 1,2, •••｝,并令Xi为由X及Q生成的代数， 

则儿的元素仍为至多可数，且＜r（A） = £•令

岛={• I Q3 E） = 1, Q（3, A） > 0, VA € v4i},

。2 = {3 | Q（3, •）在4上有限可加},

Q3 = {o; I Vz > l,sup Q（3, Cik） = Q（3, A）},
k

则血,血及。3都为G可测集，且P（Q1）=卩（。2）=卩位3）= 1•由 

于Q是紧集类,故由弓I理4.5.3矢口，对3€°1门°2门°3丄°0,@（3,.） 

限于川为C7可加的，从而可以唯一地扩张成为£上的一概率测 

度，我们用Q3J表示之.对我们令Q（/•） = “,则 

｛Q3，.）w €Q｝为（EQ上的一族概率测度.下面证明它为e关 

于g的混合条件分布.令

H^[Ae€\ ）为£可测，且 yB eg 有

Q（3,4）P@3）= P（8ri L（4））｝.

依Q3,4）的定义，显然有Au乳.此外，易见咒为单调类，故 

H = £（因a（A） = £）.这表明｛Q3,・）w € Q｝为£关于G的混合 

条件分布.证毕.

下一定理是定理7.3.5的直接推论（见注7.3.4）,它给出了正则 

条件概率存在的一个充分条件.

7・3・6定理 设（Q,厂）为一可分可测空间，P为厂上的一紧 

概率测度，则对F的任一子。代数6存在戸关于0的正则条件 

概率.

F面两个定理是定理7.3.5及7.3.6的直接推论.

• 211 •



7・3・7定理 设(n,^,P)为一概率空间，(E,£)为一 Radon

可测空间.则对任何取值于(E&的随机元C及F的任一子。代 

数G存在£关于0的混合条件分布.

7.3.8定理 设(Q,㈢为一 Radon可测空间，P为厂上的一 

概率测度，则对尸的任一子<7代数0存在P关于g的正则条件 

概率.

对可分可测空间情形，下一定理进一步给出了正则条件概率 

存在的一个充要条件(见参考文献8).

7.3.9定理 设 0F)为一可分可测空间，f为(QA)到 

(忆30))的可测映射，使得子在不同的原子上取不同的值,且使 

厂1(3(几0)))=久 令P为(Q』)上的概率测度，g为厂的一子 

"代数，｛QSJwwQ｝为/•关于g混合条件分布.则为要p关 

于g的正则条件概率存在，必须且只需存在g可测的概率为1的 

集合Qo,使得对每个宀e a。，Q*3/(Q)) = i.这里Q*3 •)表示 

Q3, •)的外测度.

证 充分性. 设定理中所给条件满足.对令

I P(4), 3 $ Qo,

往证｛P(y・),3 € Q｝为P关于g的正则条件概率.首先，对 

3 € Qo,由于Q*3/(Q)) = 1,故由习题1.4.1知，Q*(3,・)限于 

几Q) n B(R) = B(y(Q))为一概率测度，从而P(y・)为厂上的概 

率测度(由于依假定，AQB = 0=> f(A)n /(B)二0).此外，对任 

何4 €厂,存在B G 3(砂使f(A) = /(Q)n B,故有

P(3,4) = Q*3/(Q) = Q*3/(Q) DP) = Q3，P), 3 € Qo.

因此，p(.,Q为g可测的，并且有

P(3, A) = Q(y B)= P[f~\B)\g] = P[A\ g] a.s..
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这表明｛P(s・),3 € Q｝为P关于g的正则条件概率.

必要性.设存在p关于0的正则条件概率｛P(3,・),3 e Q｝. 

令

◎(3,4) - P^,r\A)\Ae 3(几Q)),

则易见｛◎(•,•),3 € Q｝为子关于g的混合条件分布.对任何满足 

G D /(Q)的 G € B(R),我们有厂i(G) = Q,从而 ©(y G) = 1,因 

此，对一切3 w 2 0*仙几⑵)=1•设貝=｛令,企,…｝为生成A 

的可数代数，令

Qo = ｛3 | Q3 An) — ©(3, An),Vn > 1｝,

则Qo为0可测集，且P(Qo) = 1.此外,对3 € Qo, Q(3, •)与©3 •) 

限于A 一致从而在F上一致特别对3 € Qo有Q*3/(Q)) = 1.

下一结果称为测度的分拆(desintegration of measures)(见 

参考文献6),它部分地推广了定理7.2.15.

7.3.10定理 设(Q丁, P)为一概率空间，G为厂的一子。 

代数；(S,S)和(E,£)为可测空间，X为g可测S值随机元， 

Y为二E值随机元.假定Y关于g的混合条件分布Q(3,J存 

在(例如，若(E,£)为Radon空间，则该条件成立).令g(“)为 

S x E上的S x £可测函数，使得E[\g(X,Y)\] < oo,则对几乎所 

有3 w Q, g(X(Q, •)关于概率测度Q3, •)可积，且有

E[g(X,Y)\g] = [ g(X,y)QGdy) a.s.. (7.3.6)
JE

证 不妨假定g(“ 为非负S x £可测函数.令

G(r,3)= / g(R,y)Q(3,呦)，x e S.
J E

则G@。)为Sxg可测，并且对一切xeE有

G@・)=E[g")|5 as.
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在空间(SxE,Sx£)上用函数形式的单调类定理容易证明：对任 

意非负Q可测随机变量Z,有

E[g(X,Y)Z] = E[G(X,・)Z].

于是有

E[g(X,Y)|5 = G(X,・)=/ g(X,y)Q(.,dy) a.s..
J E

定理证毕.

7.3.1补足定理7.3.12的证明.

7.4随机变量族的一致可积性

7.4.1定义 设(Q,兀P)为一概率空间，咒为一族可积随机 

变量.称咒为一致可积的，如果当Ctoo时，积分

[ 罔匹e e H

一致趋于零.

下一定理给出了一个一致可积性准则.

7・4・2定理 令咒厂,P),则为要咒为一致可积族，必 

须且只需下列条件成立：

(1) a = sup{E|g,£ eH} < +oo;

(2) 对任给e > 0,存在6〉0,使得对任何满足F(A) < 6的 

有

sup I \^\dP < £.
ECU J A

(741)
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证 必要性.设咒为一致可积族.对给定e > 0,取C足够 

大，使得
sup [ \C\dP < f.

另一方面，我们有

[\C\dP < CF(A) + [ \C\dP. (7.4.2)

在（742）式中令4 = Q得到条件（1）；令6 = “2C得到条件（2）.

充分性.设条件⑴及⑵成立.对任给e〉0,选取6 > 0 

使条件（2）中结论成立.令C > a/8,则

P（l\C\>C]）<^E[\^\]<^<6^eK

故由条件⑵知
[ \C\dP S 6 E € %•
丿[牠C]

这表明咒是一致可积族.证毕.

7・4・3定理 设咒是一致可积族，则咒在厶1（2兀P）中的闭 

凸包也是一致可积的.

证 由定理7.4.2易知一致可积族在L1中的闭包是一致可积 

的，因此只需证咒的凸包珀是一致可积的•显然7/1满足定理7.4.2 

的条件（1）.往证7/1满足条件（2）.对给定e〉0,选取6〉0,使条 

件⑵中的结论对H成立 则对任何n>2,6,6 € %及
n

满足刀％ = 1的非负实数他,&2,…，％和对任何满足P{A） < 8
i=l

的A €兀有

p n n 『

/ I 刀工\Ci\dP<e， 

%- 1 2--1

这表明7/1满足条件（2）,故咒1为一致可积族.证毕.
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下一定理给出了 L1收敛准则.

7・4・4定理 设(&)为一可积随机变量序列，£为一实值随 

机变量.则下列条件等价：，

(1) 爲三& '

(2) &斗&且(&)为一致可积；

(3) &斗& 且 E\U T E\C\ < oo.

证(1)0(3)见定理3.2.9.只需证(1)0(2).
(1) 今(2).设&三&令4 W厂，我们有

[\Cn\dP< / 罔妒 + 風|需一扪. (7.4.3)
JA J A

给定8〉0,取一正数N,使得当冗〉N时，有E[\^-i\]<e/2. 

再选取6 > 0,使得对任何满足P(A) S 6的4 €兀有

L 罔妒 S |, Z 爲妒 S |山=1,2,…,N. 、(7.4.4) 

于是由(743)式及(7.4.4)式知，对任何满足P(A) S d的A e 

有 supn£4|en|JP < s.此外有 sup杉[|爲| ] < oo.故由定理 7.4.2 

知，(&)为一致可积族.最后，显然有&吕&

(2) 今⑴.设(&) 一致可积，且&吕&由Fatou引理， 

E[|£|] < supE[|en|] < +oo,故£ 可积.从而(&一 £)为一致可
71

积.对任给£ > 0,由定理7.4.2知，存在6〉0,使得对任何满足 

P(A) < 6的4 €穴有

sup [ |& 一 C\dP < £.
n J A

取n充分大，使得当兀丄n时，有p(nen-ci>司)<&于是当 

冗2 N时，我们有

E[ - ] = / |^n — ^\dP + / l^n — E|dP S 2®
丿[&—£]<£] 丿
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T 1 
这表明&厶&定理证毕.

下一定理给出了 一致可积性的又一准则.

7・4・5定理 设咒U厶i(Q,兀P),则下列条件等价：

(1) H是一致可积的；

(2) 存在R+上满足lim 半=oo的非负Borel函数？使得
tTOO °

sup E[(p o |^| ] < oo.

证(1)今(2).设H为一致可积族.由于对任何a〉0,有

Ldei - a)+dP < /[罔〉a] |E|dP,故存在自然数％ t 0C,使得

sup [ (|^| - nj+dP < 2~k, k > 1.
echJq

令

°(t) = - %)+, n < ^ < n + l,n = 0,1,2, •••
k>i

则炉非负，单调非降且右连续.此外有

lim 凹=lim V(l-巴)+ = oo,
n—^oo fl n->oo 厶— Tl

k>l

从而lim气^ = oo.最后
tTOO 1 -

OO oo

E"。必I ]=工工仇一 ％)+戸0 S罔 < 冗+ 1])
n=0k=l

oo oo

-nfe)+F([n S |E| V 冗 + 1])
k=ln=0

oo f
=£ /(罔-％)+妒<1.

⑴今(2)得证.
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（2）今⑴.设⑵成立.对给定e〉0.令a = M6其中M = 

supE"。|E|].选取充分大的C,使得当t>C时，有> a, 

则在[罔> c]上，我们有iei < 旦，故有
a

[ \C\dP < - [ ^o|e|（ZP< —
丿[罔 2。] aJ[\^\>c] a

因此H为一致可积族.

7.4.6 系 设乳 U LP（Q,厂,P）,（P> !）•如果 sup E[\^] < oo, 

则H为一致可积族.

证 令Q（t） = tP,tnO.由定理7.4.5立得系的结论.另一直 

接证明如下：令a = supE[m则VC>0,有

[ 罔好S f c^idP -洛TfE[必鬥S总T， 

故由定义知，咒为一致可积族.

7.4.7定理 设0," 为概率空间，£为一可积随机变量，

（4）心为一族厂的子<7代数 令乐=E[C\列，则（％" e /）为一 

致可积族.

证对任何c〉0,我们有

1 1
卩（[|%| > C]） < gE[ 1/1 ] S gE[ |£| ],虫厶 

于是有（注意M>ce G）

[ MdP < [ \C\dP < 疗（[网 > C]） + / ICMP
J[M>c] J[M>c] 丿[疋 IN]

<^[|C|]+ [加 P
c 丿[|心

对 £〉0,取 6〉0,使得 j[罔列 \^\dP < 8/2.则当 C n （26/£）E[罔] 

时，有h\m\>c} MdP S 5沱匸这表明E € I）为一致可积族.

• 218 •



下面我们进一步研究一致可积随机变量族的性质•设&，&，… 

为可积随机变量.如果对一切有界随机变量6有lim E[Cnrj]=
71TOO

E[切，则称爲在D中弱收敛于£（见定义3.4.16）..

7.4.8引理 设&）为（Q/,P）上一可积随机变量序列，则 

为要&在L1中弱收敛于某可积随机变量&必须且只需对每个 

A € ^E[CnIA]的极限存在且有穷.

证必要性显然.往证充分性.设引理的条件成立.令S为& 

关于P的不定积分，由Vitali-Hahn-Saks定理（定理3.3.15）知， 

sup |恤』| = supE[ |爲| ] < oo.此外，存在F上一有限测度“，使对
n n
一切4 €兀有“（4） = lim “n（4）,且有“《'P.令上=器.则易

71TOO

见&弱收敛于&（这里用到习题2.1.3及supE[|&|] < oo这一事 
n

实・）

下一定理是著名的Dunford-Pettis弱紧性准则的一个部分 

（对概率论最有用的部分）.

749定理 设咒U厶则下列条件等价：

（1） H为一致可积族；

（2） 对H中的任一序列&）,存在其子列（乩），使之在L1中 

弱收敛.

证（1）今（2）.设H为一致可积族.令（&）为H中的一序 

列，g =/&,&,•••）,则g为一可分的”代数，故存在一可数代 

数A = {AUA2<-},使= g由对角线法则，可选（&）的子 

列（U）使得对一切3 > 1,极限lim E[^nkIAj]存在且有穷.令

H = {Aeg\ lim另[仏加存在且有穷}.
ZcToo

利用（U）的一致可积性（见定理742）不难看出H为一单调类. 

由于ACK 故由单调类定理知乳=9.于是由引理7.4.8知，

（U）在厶（Q,GP）中弱收敛，从而对一切有界G可测随机变量7 
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极限詔]存在且有穷.现设4 €厂,令耳=E[IA\Ql则有 

E[乩加=E[E[^nkIA\ Q]] = E[^nkrjl 从而极限 lim E[^nkIA]存在 
k-^oo

且有穷.再由引理748知，（乩）在厶中弱收敛

（2）今（1）.我们用反证法.假定（1）不成立，则存在咒中一序

列（&）,使得：或者丘m E[\^n\] = oo;或者存在某& > 0和厂中 n—>oo
的一列集合（缶申 > 1）,使得 lim P（An） = 0,且 inf fA |&| > £.n->oo n c■兀
由Vitali-Hahn-Saks定理知，该序列不可能有弱收敛子列.

习题

7.4.1设（&）为一致可积随机变量序列，则有

丘m E[— sup |钿]=0.
n—^oo Tl i<fc<n

7.4.2设咒U0i（Q』,P）,若咒满足如下条件:

4仇 € 厂,4仇 J 0 今 lim sup I = 0,
n^cx>^HjAn

则对任给&〉0,存在6〉0,使得

A G T7, F(A) < 8 sup / \C\dP < e. 
E^hJa

7.4.3设？及咒2为一致可积随机变量族.令

H = {& + & | & W 咒E 怂},

则H为-致可积族.

7.5本性上确界

7・5・1定义 设（Q』,P）为一概率空间，咒为随机变量的非 

空族.称随机变量◎为咒的本性上确界，如果rj满足下列条件：

（i）对一切 EW 比有 Etrj a.s.；
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（ii）设H为任一随机变量，使得对一切£ €咒有£ S R as , 

则有 ri<rjf a.s..

容易看出：若H的本性上确界存在，则必唯一（不计a.s.相 

等的两个随机变量的差别）,我们用ess.supg或ess.sup%表示之.

在上述（i）及（①中将不等号反向，就得到本性下确界的定 

义. H的本性下确界记为ess.infg或ess.inf?/.

下一定理表明，随机变量的非空族的本性上（下）确界总存在.

7・5・2定理 令咒为随机变量的非空族.则咒的本性上（下） 

确界存在，且有H中的至多可数个元素（&）,使得

ess.sup?/ = VEm （ess.inf?/ =八&）.
Ti n

若进一步，H对取有限上（下）端运算封闭（即：今可評 

使得/ = C = C A 7/）,a.s.）,则（爲）可取为一 a.s.单调增（降） 

序列.

证只考虑本性上确界情形.第二结论显然.为证第一结论，不 

妨设咒中的元一致有界,否则可以考虑随机变量族咒={arctgC | £ € 

H}.此外，显然可以进一步假定咒对取有限上端运算封闭.这时， 

令（Cn） C H为一单调增序列，使得

lim E[^n]
n—>oo

翟哪］.

令◎ = VnCn,往证◎为咒的本性上确界.为此只需验证定义7.5.1 

中的两个条件•条件（ii）显然成立,故只需证条件（i）成立•设E € K 

令爲=& V &则（爲）C K （爲）单调增，且血爲=耳V &我们
n—>oo

有

E[ri V £] lim E[爲 <
n->oo

嚮耶］f
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由于 rjV ^>rj,上式表明 riV = rj a.s.,此即 rj > a.s..条件（i） 

得证.定理证毕.

注令0"为一概率空间.设CUT、且C非空.令

H = {Ic\CeC},

则由定理知，存在（Cn） C C,使得

我们称UG为C的本性上确界，并用ess.supC记之.类似定义

C的本性下确界.

下一定理称为Halmos-Savage定理.

7・5・3定理 设（Q』,F）为一概率空间，皿为厂上的一族P 

绝对连续的概率测度，且对可列凸组合封闭.如果对任一 P（Q > 0 

的Ae^存在Q €皿，使得Q（4） > 0,则存在Q。€ M使得Qo 

与P等价.

证令S = ｛［箸〉o］|Q €皿｝.由于M对可列凸组合 

封闭，S对集合可列并运算a.s.封闭.于是存在Qo € M,使得

往证Qo与P等价.令$ =［瞬〉0］,只需证F（So） = 1.如果 

F（So） < 1 ,则依假定存在QiEM,使Qi（Q \ %） > 0.于是若令 

Q =呼S则Q w M且P（［畀> o］） > P（常> o］）,这导致 

矛盾.定理证毕.

下一定理（见参考文献11）在鞅论及金融数学中有重要应用.

7.5.4定理 设（Q,兀F）为一概率空间，K为L'中的一凸 

集，且0 € K.则下列三个条件等价：
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(1) 对任一 rj € (厶i)+ \ {0},存在 c〉0,使切 £ K 一(乙8)+ ;

(2) 对任一非不足道4 €兀存在c〉0,使cIA £ K_(S)+ ;

(3) 存在 使得 <>0 a.s.且 sup 住《 E[^] < oo.

这里歹表示8在厶i中的闭包.

证 ⑴今⑵显然•往证⑵今(3).令Ae^且F(A) > 0. 

由假设，存在c > 0使cBgK-(")+.由于K- (D°)+是L1 

中的凸集，L°°是I?的对偶空间，由泛函分析中的Hahn-Banach 

定理知，存在0 €沪使

sup — 7/)] < cE[0IA], (7.5.1)
e€K,77€(Loo) +

在(7.5.1)式中取E = 0, ◎ = a旷,及a〉0得到

aE[(0一尸]< cE[0Ia]. (7.5.2)

由于(7.5.2)式对一切a〉0成立，必有0- = 0 as,即0 € 
h

此外，显然有P(0 > 0) > 0.若以丽j代替0,可假定E[0] = 1. 

于是由(7.5.1)式得sup*«E阳< c.令

H = {0e (厶°°)+ | E[0] = 1, sup E[0^] < oo}.

我们已证H非空.令C = {[0 = 0]\0 € H}.往证C对可列交封 

闭.设 條)C H,cn = sup住必自，dn = II^Hloo.取严格正实 

数列(几)，满足

〉]bn — 1,〉] Cgbn < oo,〉] bndn < oo.
n n n

设0 =工肿计显然OeH且[0 = 0] = = 0].这表明C对

可列交封闭.于是存在CeH,使

P([C = 0]) = inf P(\e = 0]). (7.5.3)
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往证C > 0, a.s.・假定P([C = 0])〉0.令4 = K = 0],由上所 

证，存在OeH使(7.5.1)式成立.特别有E[0I[c=g]] > 0.这蕴含 

P([0 > o] n [C = o]) > o.从而 P([O - o] n [( = o]) < p([c = o]).但 

[0 = o] □ = o] € C,这与(7.5.3)式矛盾.

(3)今(1).设⑴不成立贝 I」存在ri € (D)+ \ {0}使对所有 

c > 0都有切€ K-(£-)+.对每个冗存在爲€ K,% € 及

Sn e L1 使 TIT] = Cn-rjn-Sn,且 ||几||“ < 我们有爲 > 呵 + 几, 
TL

且对任一严格正的随机变量C有

sup E[(^] > supE[(XJ = +oo,
n

这表明⑶不成立.(3)今⑴得证.

7.5.5系 设K是厶1中一凸集 若对K中的任一点列(&), 

有(或者等价地，Ve > 0,存在c > 0使V£ w K, P(C > 

c) < £•),则存在 C € 沪，使 c > 0, a.s.且 supeeAr E[C^] < oo.

证 只需证明定理7.5.4的条件⑴成立.不妨设0 € K，否 

则任取r)eK，以{x-rj\xeK}代替K.从定理7.5.4⑶今(1) 

的证明看出，若⑴不成立，贝IJ存在*(D)+\{0}, (Cn) C K及 
(几)C L\使得对每个g有||几|心S丄及> Z/+-.这与

Tl Tl TL
扌壽30矛盾.证毕.

n 下一定理给出了本性下确界与条件期望可交换的一个充要条

件(见参考文献12).

7.5.6定理 设咒U L1满足inf{E[e] | C e ?/} >-oo,则下列 

条件等价：

⑴对任意的加，血€咒及8〉0,存在7/3 e K使得

E[®3 — ％ 八血)+] < 6

(2) E[ess.inf ?/] =inf{£*[^] | £ € Ti};
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⑶ess.iniH可积，且对每个厂的子”代数/有

E[ess.inf%| Q] = ess.inf {E[£| ® | £ € 咒}. (7.5.4)

证 ⑴今(2).设⑴成立.取(&) C K使lim E[^n]=
71TOO

E[C]=h.对给定e〉0,令加=&,并归纳选取％ €比使 

£[(%-%_"&)+] < l/2n_1, n>2.令几=仏一％_"&)+, n > 

2, % = 0,并令

OO

7n - 几，加=% + 7n, > 1.
k=n-^l

则有

血+1 = %+1 + 7n+l < (% + 几+1) + 7n+i =加，n > 1.

于是応单调下降趋于一极限rf.由于

h < E[rjn] < E[^n] + E[6n], E[加=E[%] + E[yn],

且 lim E[6n] = lim E[yn] = 0,我们有
tiToo n—>oo

lim Eg =
71TOO

lim E[^n] = h.n—>oo

现令 e* = AXi &，往证 ^K*] = h 及 £* =ess.inf K 由此推 

得⑵.我们有（注意％ = 0）

Hn = Vn + 丁Ti S Cn + 几 + Tn S Cn + 丁1,冗 2 1,

从而

H < /\(Cn +71) = £* +71-
n n

因此有

E[C] > E[rjf] - E[7i] >h-s. 
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由于 £ > 0 是任意的，且 E[C] < infn E[^n] = h,故有 E[C] = h. 

另一方面，对任一 & e K考虑序列（需4 > 0）.由已证结果得

OO

E[Eo 八£*] = E[/\ &]=人=E[E*],
k=O

由此知go > £*,a.s..于是最终有E* -ess.inf?/. (1)=>⑵得证.

(2) 今(1).设⑵成立.令=ess.inf%.依假定有E[£*]= 

inf铤氏E[^]=h.于是对任给£ > 0,存在使E[^] S & + 6即 

E[E —这蕴含(1).

(1)今(3).设⑴成立.令W = Wl^ie e H}.对任给 

小小2小3 W比由Jensen不等式，

(E^l g] 一 E[rjr\ g] A E[tj2\ 5)+ < (E[t/3 - 7/1 a rj2\ 切)+

< E[仞3 —加八可2)+|切，

从而Hr满足条件(1).对任给4 W %,令

显然Ha及孔人满足(!)•因此由⑴今⑵有

E[Oess.inf%] = E[ess.inf%川=inf E[£°] 

=垄££卩[£|切。]=M E[rj] 

=E [ess.inf 7/：] 

=EpAess.iiif "]，

由此推得(7.5.4)式.

(3) 今⑵显然.事实上 在(7.5.4)式中令g = {0,Q}即得
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习题

7.5.1设(Q,兀P)为一概率空间，g为厂的一子<7代数，4W兀 

则

[E[Ia\ 切〉0] = ess.inf {£ E&\BdA},

[E[Ia \ 切=1] = ess.sup {B E S \ B C A}.

7・5.2设(6Cn,n>l)为一列实值随机变量，令

s-limsup& = ess.inf {rj | limP(& > ?y) = 0},
Tb 71

s- lim inf £兀=ess.sup {q | lim P& < rj) = 0},
Tl Tl

则

lim inf < s- lim inf & < s- lim sup £兀 < lim sup £九,
n n n n

& 5 g 0 s- lim sup & = s- lim inf &.
Tl 71

7.5.3 设定理7.5.6中的三个等价条件之一成立.令K CH，使得 

infgG/c E[^] = inf^eH E[E],则 ess.inf/C= ess.inf?^,且有

£/[ess.inf?/1 Q\ = ess.inf{E[E| 切 | £ € /C}.

7・6解析集与Choquet容度

设(忆严)为一可测空间.本节主要介绍严解析集的概念和基 

本性质，并借助于Choquet容度证明A解析集是普遍可测集.

7.6.1定义 设F为一抽象集合，F为F上一集类，且 

0 W兀令4为F的一子集，如果存在一可距离化紧拓扑空间E 

及ExF的一子集B e (Q(E) 0厂)”，使得4为£在F上的 

投影，则称4为产解析集.这里ME)表示E中紧子集全体， 

兀(E) 0^={K xG\K e 尤(£), G e 严}.
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今后用人(厂)表示尸解析集全体，由定义立刻推知如下

7・6・2引理 设厂为F上一集类，且0€久则：

(1) 丁 U/(A);

(2) A e A(^)今存在 Be 凡、使 B D A；

(3) F € A(^) 0 F W 兀；

⑷若g为F上一集类，且g#则人⑼D人(厂).

763定理 设严为F上一集类，且朕兀则山(鬥对可列 

并及可列交运算封闭.

证设4口 W > 1.依定义，对每个n,存在一可距离化

紧空间EnREnxF的一子集Bn e (/C(En) 0严)莎 使得An为 

在F上的投影.令E为乘积拓扑空间n^n ,则易知E是可 
n

距离化的紧空间.令Cn = E\X..・X En_\ xBnx En+1…(下面简 

记为H Em X Bn),则有
m^n

p| 仏=p| 7T(Cn) = 7T(p| Cn), (7.6.1)
n n n

这里tt表示ExF到F上的投影，并将G.视为ExF的子 

集.设禺=A^n,fc,其中Bgk e 0鬥厂上> 1.由于
k

n Em x Bn,m e (尤(£)0严)6 故 G e (ZC(E)g鬥刘，从而 ncn e 
m^n n

(ZC(E) g㈢眉.由(7.6.1)式知^}An e 这表明X(^)对可列
n

交运算封闭.

现令E为(EJ的拓扑和刀的单点紧化，则E为可距离 
n

化紧空间.我们将Zd X F)与CE^EJxF视为同一，并用7T 
n

表示ExF到F上的投影，则有

tt(刀禺)= |j£- (762)
n n
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由于 E Bn,k e (/C(E) 0 7%,且 Vn m, Bn,fc n BmJ = 0,故有
n

工禺=f Bn,k = P|£ Bn,k e (gg%.
n n k k n

于是由(762)式知，€現厂).这表明X(^)对可列并运算
n

封闭.定理证毕.

7.6.4引理 设A为F上一集类，且0WT,令E为一可距 

离化紧空间.则V4 e A(/C(E) 0㈢,4到F上投影为1F解析集

证 依定义 存在一可距离化紧空间G及(/C(G)g/C(E)gA)討 

的一元素41,使得4为仏在ExF上的投影.但GxE为可距 

离化紧空间，/C(G) 0 ME) c /C(G x E),且在F上的投影与 

4在F上的投影一致，故tt(A)为:F解析集(因为依定义开(仏) 

为丁解析集).证毕.

765定理 设厂为F上一集类，且0W兀则有：

(!)人仏(厂))=山(厂)；

(2)为要只鬥c人(A),必须且只需：Ae^=^Ace &A).

证(1)设4 W人(人(厂))，则存在一可距离化紧空间E及一 

4* (/C(E) 0人(&鬥)毎 使得4为川在F上的投影.但显然有

/C(E) 0 人(厂)C 点(/C(E) 0 鬥，

故由定理763知Af e X(/C(E)0^).因此，由引理7.6.4知4 W 

⑴得证.

(2)只需证充分性.设(2)中条件成立.令

g = {AeA^)\Ac

则并由定理763知，G为(7代数，故讯鬥U0U與F). 

证毕.
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7・6・6定理 设(Q,F)为一可测空间，X为一具可数基的局 

部紧Hausdorff空间.则有：

(1) B(X) c A(/C(X))」(B(X)) = A(/C(X));

(2) A(/C(X) 0 严)=&B(X) x 鬥；

(3) VA e A(/C(X) 0鬥,4在Q上的投影为F解析集

证 ⑴设K W /C(X),则Kc为开集 令M为X的可数基，则 

对每个R e Q 存在开集U,其闭包为紧集，使得xeUcUcKc. 

于是存在V EU.使得卩为紧集，且xeV CV CKC.令卩= 

\v eu\v为紧集，且v ckc},则v为可数类，且圧=u兀 
vev 

故 圧 w /C(XL，从而 Kc e >l(MX)).由于 ％C(X)) = 3(X).故 

由定理 765 知，/C(X) C B(X) c 人(/C(X)),从而有 =

MC(X)).

(2) B e /c(x)0 :F、则 Bc e (ZC(X) 0 鬥b c 人(/c(x)0 鬥. 

又由于 <T(/C(X) 0 鬥=3(X) x 兀故 /C(X) 0T7 C B(X) x T7 c 

J4(/C(X) g厂)(定理765(2)).因此由定理765⑴ 知，&/C(X) 0 

F) = A(B(X) x 鬥.

(3) 由于X是”紧的(习题5.1.8),存在Kn e /C(X),n> 1,使 

X = UK林对每个n,我们有(见习题7.6.1)
n

(Kn x Q)n &A：(X) 0 鬥

= ^((KnXQ)ri(/C(X)0 鬥) 

=人((《口门尤(；0)0鬥.

由于Kn为可距离化紧空间，且 心KJ = KnH /C(X),故对任何 

A E人(/C(X) 0鬥,(K“ x Q) Q 4在Q上的投影为:F解析集(引理 

764).但4 = U[(^n xf2)nA]，故4在Q上的投影也是:F解析 
n 

集.证毕.
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下面我们定义Choquet容度

7.6.7定义 设厂为F上一集类，它对有限并及有限交运算 

封闭，且娱只令如F)表示F的所有子集全体，I为A(F)上 

的一非负集函数.称？为F上的一 Choquet厂容度，如果I具有 

下列性质：

(1) I 单调非降：ACB=^ 1(A) < /(B);

(2) I 从下连续：Z(An) 11(A);

(3) / 沿丁 从上连续：Ane^,An^A=^ I(An) J 1(A).

F的子集A称为Z可容的，如果

1(A) = sup{I(B) | Be A,Be 兀}. (7.6.3)

768引理 设/为F上的Choquet :F容度 则冗§中每个 

元素都是I可容的.

证 设 A e ^5,若 1(A) = -oo,则 1(0) = -OO.故(763)式 

成立.现设1(A) > -oo,令AUjm e 使得A — QU An?m.由于
n m

厂对有限并运算封闭，故不妨设对固定n,(An,m,rn>l)为非降序
OO

列.令An- U An,m,n>l.为证(7.6.3)式，只需证明：对任何
m=l

a < 1(A),存在 A,使 1(B) > a.

现设a < 1(A),由I的从下连续性，我们有

Z(4) = Z(4Q4i)= lim
m—>oo ，

故存在g,使I(A n如眄)> a.这时有

I (4 Q 4i,mi) = Z (4 Q mi Q 人2)= lim I (A Q n 42,m),
m—>oo

于是存在m2,使/(An如mi n ^2,m2) > a.依此类推，我们得到一 

自然数列(叫)E 使得对一切k>l.有

T(4 Q 4i,mi Q •…Q Ak,Tn/c)〉a.
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n oo
令禺=U ^k,mh, B = n Bn,贝\\ Bn e , Bn B e 兀.由于 

1 Tl= 1
1帥 > a，故由Z沿厂的从上连续性知，/(B) = lim /(Bn) > a. 

riToo

由于Bn C An.故3 U A.引理证毕.

下一定理称为Choquet定理.

7・6・9定理 设/为F上的Choquet 容度，则一切严解析 

集都是I可容的.

证 设4 W人(厂)，则存在一可距离化紧空间E及一 E W 

M(E) 0厂)灯，使得A = 这里tt为ExF到F上的投

影.令％ =仇(E) 0严)“(Cs表示用有限并运算封闭C所得 

集类)，由于尤0) 0尸对有限交运算封闭，故H亦然.此外有 

T-Las =(尤(E) 0尸忘.令

= Hd ExF,

往证丿为ExF上的Choquet H容度 显然J满足定义767中 

的性质⑴及(2).剩下只需验证性质(3).
m

设 HeH,H= U(cfcx DJ 其中 Ck e «(E), Dk e 兀则对 
fc=l

r e 我们有(E x {x})HH = Cx ©},其中C半氐且

C= U Q(E).

{k I xeDk}

oo

现设w %, EU•令R w A开(禺),则对每个m存在6 e /c(E),
n=l

使得

(E x {©}) n Bn — Cn x {©}.

由于Bn J,故Cn J.又因G为E的非空紧子集，故na黑0,于
n

是

(E x {x}) np|Bn = p|CnxM^0,
n n
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即有r e 7r(nnBn).这表明nn 7r(Bn)c 7r(nnBn).但相反的包含 

关系恒成立，故有

Q 7r(Bn) = 7r(P| Bn). (7.6.4)
n n

由于7T(Bn) 6兀TT(禺)也故由？沿丁的从上连续性得

丿(门风)=?(开(仃禺))=/([^ 7T(Bn))
n n n

=lim /(7r(Bn)) = lim J(Bn),
n—>oo n—>oo

这表明丿沿咒从上连续.因此丿为E x F上的Choquet H容度. 

下面借助于容度丿证明4是Z可容的.由于B W咒対，故由引 

理768, B为J可容的•但由(764)式看出：C 十今tt(C) e % 

于是有

1(A) = Z(tt(B)) = J(B) = sup(J(C)|CcB,Ce%}

=sup{Z(7T(C)) | CcB.CeHs}

< sup{Z(D)\D C A,D e 兀}.

但恒有1(A) > sup{Z(D) |PC APe兀},故实际上等号成立.这 

表明4是/可容的.定理证毕.

作为Choquet定理的一个重要应用，我们证明可测空间(Q厂) 

中一切严解析集都是普遍可测的.

7.6.10定理 设(Q,厂)为一可测空间，令戸表示厂的普遍 

完备化(即戸=n歹二其中卩为(Q,厂)上概率测度全体)，则有 
per

人(严)匸宇=/(戸).

证设P为(仏厂)上一概率测度，令

1(A) = inf{F(B) | BdA.Be^}, A C Q, (7.6.5) 
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易证Z是Q上的Choquet :F容度.由定理7.6.9知，对一切A e 

&鬥，有（注意F"訂

1（A） = sup{F（B） | Be AB e T*}. （7.6.6）

由（7.6.5）式及（766）式知A e柔：但概率测度P是任意的，故 

4 W元这表明如A） C元进一步有

? C人（戸）C （戸厂=宇、

从而人（戸）=乏证毕.

7.6.11注 设（Q,鬥为一可分且可离的可测空间.若存在 

A e AWR））使（忆鬥与（4/（4））同构，则称（Q,鬥为Souslin可 

测空间.由定理7.6.10知Souslin空间为Radon可测空间.

习题

7.6.1 设厂为F上一集类，且0W厂，设4为F的一子集，令 

= {AQB\B e 则有 A（A n T7） = A n 人（厂）.这里 AnJ7 考虑

为A上的集类.

7.6.2 设Z为F上的Choquet T容度，则Z为F上的Choquet兀 

容度.
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第8章离散时间鞅

鞅（martingale）这一概念是J. Ville于1939年首先引进概率论 

的,他借用了法文martingale有“倍赌策略”（即赌输后加倍赔注）这 

一含义 中译名“鞅”（马颔缰）则是该法文词的另一含义.L6vy最 

早研究了鞅序列.1953 年 Doob 在他的 «Stochastic Processes>> 

这部历史性专著中首次系统总结了 Levy和他自己有关鞅的理论及 

应用成果，使鞅论成了随机过程理论的一个独立分支.

本章介绍有关离散时间鞅的主要结果，如鞅不等式、Snell包 

络、鞅的Doob停止定理、Doob收敛定理、鞅极限定理和局部鞅

8・1鞅不等式

设为一概率空间，（兀申> 0）为一列单调增的F 

的子。代数 令^ooMUn^n）.随机变量序列（x“n > 0）称为关 

于（兀）适应的，如果每个X.为 兀 可测的.

8.1.1定义 设（X.m > 0）为一关于（兀）适应的随机变量 

序列，称（Xn,n>0）为鞅（上鞅，下鞅），如果每个禺为可积，且

E[Xn+1 | 兀J = Xn（< Xn, > Xn） a.s..

如果进一步每个X.为平方可积，称> 0）为平方可积鞅（± 

鞅，下鞅）.

8.1.2定理 ⑴设（Xj（h）为鞅（上鞅），则（X^ +人）为鞅 

（上鞅），（Xn A Yn）为上鞅.



（2）设（XJ为鞅（下鞅）.于为R上一连续（连续非降）凸函 

数 如果每个MX話可积，则（f（xj为下鞅.

证（1）显然.（2）由Jensen不等式推得.

8.13定义 令N0 = {0,l,2r..,oo}.设f为No值随机变 

量.如果对每个n e No, \T = n]e兀，则称T为关于（兀）的停 

时.对停时T、令

Ft = {4 W Fg | An\T = n\ E % , Vn > 0},

称石为f前事件。代数.

下一定理列出了有关停时的一些基本结果，其证明都是不足 

道的，故从略.

&1・4定理 设S,f为停时，（SJ为停时列.

（1） AnSn,VnSn 为停时；

（2） 4 W % 今 4 Q [S S f ] W 帀，4 Q [S = f W 石；

（3） S S T 今丁s U 帀；

（4） 设 4 W %,令 ％ = SIA + ooZAc ,则 SA 为停时，且 

兀人Q 4 = % Q人我们称Sa为S到A上的局限.

8.1.5定理 设（XJ为一适应随机序列，T为停时，则 

^tI[t<oo]为 Ft 可测.

证 设B为一 Borel集，n>0,贝!J

[XTI[T<OO] e B]n\T = oo] = 9 ,

[XtI[t<oo] E B]n\T = n\ = [Xn e B]D\T = n\ e ,

这表明 lXTI[T<oo] eB]e Ft、即 XTI[T<ao]为 Ft 可测.

下一定理是有界停时的Doob停止定理.它是证明下面的鞅不 

等式的基础.
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8.1.6定理 设(Xn)为鞅(上鞅)，S.T为有界停时，且S<T, 

则有

E[Xt | 用=Xs(S Xs) a.s. . (8.1.1)

证 只需证上鞅情形.设T < n,由于

Xs| < 故 Xs, Xt 可积.令 4 W % J > 0,则

Aj^A n [S = j] n [71 > j] e Fj .

首先假定T-S<1.这时由上鞅性质

(Xs - XT)dP = (Xj — Xj+JdP > 0 •

对一般情形，令Rj=T/\(S+ j),l< j <n.则每个巴为停时， 

且 S < < ••- < Rm R± — S < 1,兄+i — Rj < 1(1 S J S 兀一】)•

令4 W 由定理8.1.4(3)知4 W ^.,1 <j <n.故由前面已证 

结果得

[XsdP > [ XR1dP > • • > [ XTdP . (8.1.2)
J A J A J A

由于Xs为:Fs可测(定理8.1.5),故由(8.1.2)式推得(8.1.1)式

&1・7定理 设上N 1, 为一上鞅.则对入> 0有

AF(supXn > A) < E[Xq]-
n<k

XkdP ,
Xn<A]

(8.1.3)

AF(inf Xn < -A) < [ (~Xk)dP ,
n^k J[infn<fcXn<-A]

AF(sup | Xn |> A) < E[Xq] + 2E[X；]. 
n<k

(8.1.4)

(8.1.5)

证 令T = inf{n > 0 | Xn > A} A A;,则f为有界停时，且在 

[supn<fc Xn > A]上有 XT > A,在[sup口？ Xg < A]上有 T = k.于
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是由定理8.1.6得

E[Xo] > E[X XTdP
5UPn<fc Xn<X]

> AP( 翻只

此即(8.1.3)式.同理可证(8.1.4)式.由(8.1.3)式及(8.1.4)式立 

得(8.1.5)式.

8.1.8定理 设k>l. (Xn)n<fe为一鞅或非负下鞅，令= 

suPn爭 IX』.

(1)对任何入>0及P>1有

Pg > A)< 入~pE[\ Xk 鬥. (8.1.6)

(2)对任何卩>1有

m\p < ~^\\xk\\p. (8.1.7)

其中|| • ||p为LP范数

不等式(8.1.6)及(8.1.7)分别称为极大值不等式及Doob不 

等式 对P = 2情形，不等式(8.1.6)称为Kolmogorov不等式.

证 不妨设E[\Xk\P] < oo.由Jensen不等式易知E\\Xn\P] < 

oo,0<n<k-l.故由定理8.1.2(2), (|X』“，n<k)为下鞅.对上 

鞅(-圧』匕0 <n <k)及卫应用不等式(8.1.4)即得(8.1.6)式.

往证(8.1.7)式 设①为R+上一右连续增函数且①(0) = 0.
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由Fubini定理及（8.1.4）式得

E［①（X；）］ ^X）dP

P（X； >入网（入）

< / （A-1 / |X订好）饨（入）
Jo 丿［x；M］

-V-*
（8.1.8）

在（8.1.8）式中令①（入）=卫，p > 1,则由（8.1.8）式及H61der不等 

式得

E［mp］ < 岛E［|X川XQT］
P 丄

77 1 p_ 1
S 总（E［|忑鬥尸（E［（X沪）卩• （8.1.9）

由于（\Xn\P, n<k}为一下鞅，有

k 

ll^llp<llEl^n|||p<（A：+l）||Xfc||p<OO.

在（8.1.9）式两边同乘（E［（Xf）。］）卩即得（8.1.7）式.

下面我们将证明上鞅的上穿不等式.为此，先交代一些记号.

设（XJ为一（兀）适应随机序列，［a,b］为一闭区间.令

To = inf{n > 0 | Xn < a}, 2i = inf{n > To \ Xn > b},

T2j = inf{n > T2j-i \ Xn < a} , T2j+i = inf{n > T2j \ Xn > b}, 

则（％）为一停时上升列•我们用U^［X,k］表示序列（X。,…,XJ 

上穿血切的次数，则显然有

[S[X, k] = j] = \T2j-i <k< T2j-^i] e 万c ,
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从而u：：[x,k]为n可测随机变量.

8.1.9定理 设N„X屛n为一上鞅，贝IJ

E[凤[X, N]\ < J-E[(Xn — «)-] . (8.1.10)
u — CL

证由定理8.1.6,对上》0有

0 > E[XT2k+1^N - XT2k^N]

=Eg fc+i AN - ^T2k^N)(I\T2k<N<T2k+1] + I[N>T2k+1])]

N E[(Xn - ^I[T2k<N<T2k+1] + (6 - a)I[7V>T2fc+1]] •

由于[比[X,N] >k + i]c[N> r2fc+1]及[r2k <n < r2fc+1] C 

冈[X,N]i],故有

，P(0[X,N] > A; + 1) < 丄E[(Xn - 詢• (8.1.11)

在(8.1.11)式两边对k求和得(8.1.10).

8.1.10定理 设(Z小0 < n < 2V)为一可积随机变量的适应 

序列，我们倒向归纳定义序列(％)如下：令斤= Zn,

Un = Max(Zn, E\Un-^i \J-n]), n < N — 1.

则有如下结论：

(1) (%)为一上鞅，且它是控制(ZJ (即Un > Z心Vn > 0) 

的最小上鞅.称(4)为(Z訂的Snell包络.

(2) 令石,n表示在{久…,N}中取值的停时全体，并令写= 

inf{/ > 3 \U^ Z}这里约定inf 0 = N,则每个Tj为停时，(卩伊) 

为鞅，且对一切j<N,

Uj = E[ZTj | 鬥=esss\ip{E[ZT | ^j]\T E 石,n}.
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特别，E0E在石,n上的最大值在耳达到，且等于E[0],即有

E[Uj] = E[ZTj] = swp{E[ZT] | T e 7},n}・

证 ⑴ 由于Un > E\Un+1 |兀],且％ N Z“ （l/n）为一控 

制（ZJ的上鞅.令（％）为一控制（Z允）的上鞅.由倒向归纳易知 

（K）控制（％）•于是（％）控制（ZJ的最小上鞅.

（2）易知Tn为停时.由于谎 =%唇对n<N- 1有

% 一 府=I[Tj >n + 1]仏+i — %）.

另一方面，由写和&的定义知，在K>n + 1]±有

Un = E[l/n+1 | 兀].

于是有

U%- = IK>n+l]（t/n+l - E\Un+1 | 忌）.

注意到K > n + 1]-[写< n]c e兀，上一等式蕴涵

E[昭 1 - Unj I 兀]=0.

因此对每个久Q伊）为鞅.由于UTj = Z巧，我们有

Uj = =E[U^ I 坊]=E[ZTj I 乃].

现在对每个T e 7},n,由于UT>ZT且（％）为上鞅，我们有

E[ZT I 帀 < E[Ut\ 列 < Uj.

⑵得证.
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8.1.1 设£ = (&，&,•••)为一独立随机变量序列，E&] = 0,且 

ZZ1 E[旳< 8试证：EZ1 & a.s.收敛.(提示：考虑鞅(X^ = 
E^x,n> 1),利用Kolmogorov不等式及定理2.3.4证明(如)a.s.收敛.)

&1・2设(X切为一鞅，T为一有穷停时，使得E\Xt\ < oo.试证： 

E[Xt] = E[Xi]当且仅当 lim E[XnI[T>n]] = 0.

8.2鞅收敛定理及其应用

下一定理是鞅的Doob收敛定理.

821定理 设(XJ为一上鞅.如果supn E[X~] < oo(或者 

等价地，SMPnE[\Xn\] < oo,因为 E[\Xn\] = E[Xn] + 2E[X-]),则 

当允T oo时，X. a.s.收敛于一可积随机变量Xg.若(XJ为非 

负上鞅，则对一切八》0有 ・

E[X^ \ ^<Xn a.s.. (8.2.1)

证令Q表示有理数全体.设a,beQ,a<b.令比(X)为序 

列(X.)心)上穿区间[a.b]的次数，即比(X)=血“-兀比(X,N), 

由(8.7)我们有

习船(X)] s J-sup 風(Xn —a)—] < 丄(a++supE[X万])< oo. 
b _ a n o — a n

于是 U：(X) < oo a.s..令

= [lim inf Xn < a , lim sup Xn > b],□T8 n—>oo
U 叫.

a,bWQ,a<b

由于肌少C阳X)二+OO],故P(WqQ = 0,从而P(W) = 0. 

若3 $巧则limn^oo Xn(a;)存在，记为X’3);若3 W巧令
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Xoo（3）= 0.于是 JCn ―> Xoo a.s.,且由 Fatou 引理，

< supE[|X』]< •
n

另一结论由条件期望的Eatcrn引理推得“

&2・2系 设（X』为一鞅（上鞅）.如果（JU —致可积，则 

Xn as且L1收敛于Xg.此外，Vn > 0

E[X^ | 兀]=Xn（< Xn） a.s.. （822）

823系设£为一可积随机变量，令Cn = E疋|兀]，xi = 

E[C |兀J则& a.s.且L1收敛于tj.
证.由于 仏）一致可积（定理7.4.7）,故由定理821知，扁 

a.s.且L1收敛于某C设4 € Un^n,则存在某弘使A W兀，于 

是有

E[CIa\ = E["] = E[CIa\ = E[tjIa].

由于。可均为忑o可测，故由习题721知，C = z?,a.s..

&2・4 系 设 1 V p < oo.如果（Xn）为一鞅，且 supnE\Xn\p < 

OO,则Xn a.s.且Lp收敛于Xg.

证 由Doob不等式（8.1.7）及已知条件知E[supJX』]< oo, 

这蕴涵（|XJ也> 1）为一致可积.于是Xn a.s.且LP收敛于X’.

现在我们研究“反向上鞅”（即以-No = {…，-2,-1,0}为参 

数集的上鞅）的收敛性.

设（Dx-No为一列尸的子。域，对一切n e —No, A -i C 

兀，关于（^n）nC-No适应的随机序列（Xn）ne-N0称为鞅（上鞅）, 

如果对每个n e -No, xn可积，且有

E[Xn | F—i] — Xn—i（＜ X仇_i） a.s..
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825定理 设(Xn)n—n。为一上鞅，则极限liuigvXn 

a.s.存在.如果 liriin-^-oo E[Xn] < +oo,则(X^,)—致可积，Xn 

a.s.且L1收敛于X—K.

证 我们用比[X -N]表示序列(X_n, X_n+i,…，X°)上穿 

区间血切的次数，则由(8.1.7)式得

E醐X, -N] S 占E[(X° - a)-].
0 — a

令比(X)二 liniNT+oo 盅[X, -N],我们有

EU：(X) < £-E[(Xo - a)"] < +oo .
b — a

由于比(X)为序列(-X°, -X_i, -X_2,…)上穿[~b. ~a]的次数 

故由定理8.2.1的证明知X. T X—K a.s.(但不必有iXl-oo < oo 

a.s.).

当兀 T —oo 时，E[Xn] T A > -oo.假定 4 < +oo.往证 

(Xn)ne-No 一致可积.由于(E[Xo|凡])g_N。一致可积，只需证 

(禺- E[Xo|兀])一致可积.于是，不妨假定(XJ为非负上鞅. 

给定£ > 0,取自然数k足够大，使得A — E[X_k] < e/2.对c > 0 

及n<-k.由上鞅性，我们有

[ XndP = E[Xn] - [ XndP

J[Xn>c\ J[Xn<c\

< E[Xn] - [ X_kdP

=E[Xn] — E[X_k] + [ X.kdP.

丿[Xn>c]

由于 4》E[Xn] > E[X_k],故对 n < -k. E[Xn] 一 E[X^k] <*•另

1 A

一方面，由于Pg >c) < -E[Xn] S —•故当c足够大时，对一 
c c

切n W —Nq有
[ X』P < |
J[Xn>c] 2
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及

I XjdP < j — 0, —].,•••，一k

于是当C足够大时，有

sup / XndP < e , 
□ J[Xn>c\

这表明（X』一致可积.既然X讥T X_ooa.s.,故（XJ L1收 

敛于X—g.

826系 设e为一可积随机变量，（5n）n€No为一列单调下 

降的厂的子<7域.令壽=風£ | %],则需as且L1收敛于 

硃仇跖.

证 对一切 n e -No,令兀=Q-n. % = Ef 则（^7n）ne-No 

关于（兀）为一致可积鞅.故由定理825推得结论.

作为鞅收敛定理的一个应用，我们介绍Levy给出的强大数定 

律的一个简单证明.

8.2.7定理（Kolmogorov强大数定律）设£ = （&, 为

一独立同分布随机变量序列，且E[|&|] < oo•令=刀二则 

¥ T E[&], a.s..

证由假定，yi<i<n,E[^\Xn]=E[^\Xn].故有

手 € 亡碼 I X』=E[& I X』=E[& | X“，S,b+2,…]

i=l

= E[& |X小 X^+i,…].

令4 = cr（Xn,X仇+i,…）,Z = E[& |缶閃，则由系8.2.6知* 

a.s.且I/】收敛于Z. Z作为极限，显然有Z W 0"（爲,£口+1,…）, 
故由Kolmogorov 0-1律知Z a.s.等于一常数.由于風孕]=E[&], 

从而有Z = E[&].证毕.

• 245 •



828定义一鞅(上鞅)(Xn,n G No)称为可右闭的，如果存 

在一可积随机变量Xg E冗o,使得对一切n G No, E[X^n]= 

Xn(< Xn) as.这时(X允® G No)称为右闭鞅(上鞅)，Xg称为 

(Xn,neN0)的右闭元.

下一定理是右闭鞅及右闭上鞅的Doob停止定理.

829定理 设(X“7i e No)为一鞅(上鞅)，S.T为两个停 

时，且S<T.则可积，并且有

E[Xt | As] = Xs(< Xs) a.s. . (&2.3)

证 设G No)为鞅.令 ％ = 5Z[5<n)+ (+oo)Z[5>n),由 

于集合｛0,1,…，71, +oo｝与集合｛0,1, • • • ,n,n + 1｝保序同构，故 

由定理&1.6,

Xs“ = E[Xoo I ^sn] a.s. •

令72 T OO得

E[Xoo | 兀]=Xs a.s..

特别，这表明Xs可积，对停时f也有同样等式，故有

E[Xt\ %] = E[E[X^ | 帀]| 厂s] = Xs a.s..

现在设gm € No)为上鞅，令人=E[X』兀],Zn = Xg - Vn7 

Ko-^oo及Zg = 0,则 s n e No)为非负上鞅，由于E[ZSn] < 

E[Zo](定理8.1.6),故由Fatou引理，Zs可积，从而Xs =电 + Zs 

可积.令几=^^[T<n] + (+00)I[T>n]?则由定理 8.1.6

zsn > E[ZTn | ^Sn] a.s. •

但由于珂Cl [S < n] = n [S < n],由习题7.2.6有

E[ZTn | ^Sn]I[S<n] = E[ZTn | ^s]I[S<n] •
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从而有

ZsI[S<n] = ZSnI[S<n] > E[ZTn | ^s]I[S<n] • （8.2.4）

由于Zg T Zf,在（8.2.4）中令n->oo得

Zsl[s<oo] > E[Zt I 厂s]Z[s<oo] a.s. •

由于Zg = 0,故有Zs > E[Zt I厂s], a.s..但由已证结果，玛= 

E\Yt\^s] a.s.,所以最终有

Xs 2 E[Xt I ^~s\ a.s..

8.2.10定理 设（X允申G No）为一鞅（上鞅），S、T为两个停 

时，则

E[Xt | 厂s] = XTAS（< X〃s） a.s.. （8.2.5）

证 由于XTI[T<S]为:Fs可测，故由（823）式得

E[Xt | %] = E[XtI\t<s] + ^syTl[T>s] I As]

=XtI[t<s] + XsZ[t>s]（S ^t![t<s] + XsZ[f〉s]）

=Xms、a.s. •

&2・11系 设£为一可积随机变量，S, T为两个有穷停时， 

则

E[E[^ | ^s\ | ^T] = E[^ | ^sat], as.

下一定理是一般鞅及上鞅关于有穷停时的Doob停止定理.

8.2.12定理 ⑴设 g n>0）为一鞅，S, T为两个有穷停 

时.如果Xf可积，贝!J

E[Xt | ^s] = Xms、a.s.,
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当且仅当

limGElXnI[T>n]\^s]=O1 as.

(2)设> 0)为一上鞅，S,T为两个有穷停时，如果Xt 

可积且

lim sup E[XnI[T>n] | 兀]> 0, a.s.,
n—>oo

则

E[Xt I ^s] < Xtns a.s..

证 我们只证⑴，⑵的证明类似.设(Xn,n>0)为一鞅，由 

系8.2.11和]定理8.1.6知

E[Xt I ^s] — lin^E[XTl[T<n] I ^s]

=J■聖o E[Xt/\ti — ^nI[T>n] | ^~s]

=— E[X屛[tr] | %]) 

—Xms —犬息 ^l^nI[T>n] | ^s] ■ 

定理证毕.

下一定理称为上鞅的Doob分解定理.

8.2.13定理 设X = (XJ为一上鞅，则X可唯一地分解为

Xn = Mn _ An, (8.2.6)

其中(MJ为一鞅，(£)为一增过程，满足Ao = 0,如为兀- 

可测，> 1.

证设有满足定理要求的分解(825),则

4 九+1 _ 4 兀—九+1 — 4九| 兀]=E[Xn — X允+i | 兀] 

—Xg — E[Xn^-i | 兀].
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从而有
n—1

缶= K(X，—E[Xj+i 丨巧]),n>l. (827)
j=o

这表明：满足要求的分解如果存在，则它是唯一的.另一方面，由 

(826)定义(俎)，再令Mn = Xn^ An,则易知(陆)为鞅，从而 

Xn = Mn - An为满足要求的分解.

8.2.14系 设X = (Xn,n> 1)为一平方可积鞅，令

n n

[Xb =工 AXf; (X)n =工 E[^Xf I 兀_1],冗 n 1, (8.2.8)
i=l i=l

其中 X。= 0, AXf = (Xj- Xi)2,则(X舟 - {X}n,n》1)和 

(X^-[X]nyn>l)为鞅.

证 由上鞅(-盅)的Doob分解定理的证明推知(X舟-〈X〉』 

为鞅.由于([X]n - (X}n)为鞅，故(XI - [X]n)为鞅.

8.2.15定理 设X = (X“ n>l)为一平方可积鞅，则X.在 

[〈X〉oo < oo]上 a.s.收敛

证对任意 Q > 0,令几=inf{n |〈X〉允 > a},则(XTaAn,n > 1) 

为一鞅，且由系&2.13知E[X务爲=E[〈X尬爲< a.故由鞅收敛 

定理知：当冗T OO时，XTa/\n a.s.收敛 特另!I,在\Ta = oo] _h, 

Xn a.s.收敛.由于a是任意的，且[〈X& < oo] = U紿[〈X& < k], 

故(X“冗N 1)在[〈X& < oo]上a.s.收敛.定理证毕.

8.2.16定理 设(Xm n> 1)为一零均值鞅，且^[supn |Xn - 

^n-i|] < oo.令 Qo = [supn Xn < oo]u[infnXn > -oo],贝！J (Xn,n > 

1)在Qo上a.s.收敛.

证 令Cn = Xn~Xn^ 对任意a>0,令几=诚{冗.|禺>研, 

则(Xfa/\7l,冗> 1)为一零均值鞅，且有

X 击a 八n — ^T^A(n-l) + ^Ta/\n — a + S》P(篇).
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由于 E[\XTa^n\] = 2E[X盍爲 且 E[supJ&|] < 00,故 E[\XTa^n\] 

关于n 一致有界，从而当n T oo时，XTa^n a.s.收敛.特别，在 

[sup允Xn < a]上Xn a.s.收敛由于q是任意的，故（X付n > 1） 

[sup允Xn < oo] ± as.收敛对（-Xn）应用已证结果知n>l） 

在[inf允X允> -oo]上也a.s.收敛

8.2.17定理 设 如71 > 1）为一关于（兀）适应的随机变 

量序歹U,且osznsi.令兀={0,。},则 £Xizn <（X）]= 

EXl^n|^n-l]<00] a.S..

证令

n
& = Z肌一 E[Zn j ^n-11； Xn =工 &, n > 1,

i=l

则（X® n>l）为一零均值鞅，且supn \Xn — Xn^\ s 2.由于

OQ

[工 Zn < oo] C [supXn < oo], 
n=l n

故由定理8.2.16知，（Xn,n二1）在区氢]Zn < oo] ± as收敛. 

因此由
oo oo

52 E[Zn|兀_1 = Y^Zn < oo - lim Xn
厶― 71—>OO

n=l n=l

推知 EXi Z允 < oo] u [刀爲 < oo] a.s..对（-Xn）应

用上述推理可证相反的包含关系.定理证毕.

作为定理的一个推论，我们得到Borel-Cantelli引理的如下推 

广.

8.2.18系 设4允€兀，n 2 1,则

lim sup An =
moo -n=l

oo
［刀戸［血+1|兀］< 8 a.s. •
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证 在定理中令zn = IAn,由limsup如=EX1& < oo]
、 n—>oo

推得欲证结论.

利用推广了的Borel-Cantelli引理和定理8216,我们得到如下 

Kolmogorov三级数定理的条件形式(见HaU-Heyde[4]).

8.2.19定理 设(Xn,n > 1)为一关于(兀)适应的随机变量 

序列，Sn =刀二^,71>1,00为一常数，则sn在满足如下三 

个条件的集合上a.s.收敛：

(1) ZSiWd<c|^-i)<oo；

(2) 刀笃E[X』[|x心]|乞-1]收敛；

"(3) 幼凶|" I 乞-1]一 BPMixg] I 兀-J)?} < g

证 令4表示使(1),(2)和⑶成立的集合，由⑴和推广了 

的 Borel-Cantelli 引理得

OO OO
禺收敛]=[工E[X』[|xg收敛]=[刀匕收敛],

i=l i=l

其中

Yi = xiI[\Xi\<c] 一 E[XiI[\Xi\<c] I 咒_i],亍 > 1.

由于为一零均值鞅，且

E(Y^ = E[Xf I[\Xi\<c] - {E[XiI^Xi\<c\ l-^-i)])2/

故由定理8.2.16知YZi匕在A上as收敛.定理证毕.

8.2.20定理 设(X允申> 1)为一关于(兀)适应的随机变量 

序列，d =刀二1)为鞅，(％ n> 1)为一非降的非负 

随机变量序列，每个S关于兀-1可测.若1 <P<2,今

OO
岛=[刀 們兀』< oo],

1=1
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oo
02 二[nlim t/n = oo,刀 CVE[|X們兀_1] <oo],

i=l

则在S上有IXi U^Xi a.s.收敛在02上有lim—oo U沁 =0 

a.s..若 2 < p < oo,令

oo oo
区丐* oo,工 qi-/E[|X严voo], 
i=l i=l

则在。3上有刀二U^Xi a.s.收敛和 lim仇—oo U~1Sn = 0^, 

为了证明这一定理，我们先证明如下的Kronecker引理. 

8221引理 设（血，宀1）为一实数序列，（几为二 

正实数序列，且lim允-oo bn = oo.令=刀；i Xi, rn =刀二®血. 

如果极限lim n—>oo S 仇—S 存在且有穷，则 lim^Too 旷 — 0.

证 令So = 0.由于biXi = bi^Si 一 S—）,我们有

n—1
rn = bnsn 一 刀©+1 — bi）si, n > 2, 

i=l

n—1

limsup < lim \sn — s 
moo bn moo

I + lim sup | 右刀（®+i — bjs° 一 s . 

i=l

对给定£ > 0,存在n0 > 1,使得对n > n0,有\sn 一 s| < £.故有

（力+i — b））si _ s —

S & +

沪 — bj（si 一 s） + 卜s

-t nO-l 7
沪 52 （力+1 -力）血一 s| + 沽|s|.

因此有lim 71—00 ^n/^n = 0.

定理8.2.20之证 令人=U：%, n>l,则（刀二l-,n>l） 

为鞅.当1 <P<2,由定理8.2.11推知，在血上刀二U^Xi a.s.
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收敛从而又由Kronecker引理推知，在息上 limn_心"0

a.s.・

下面考虑2<p<oo情形.由于当[E[|X畀|兀』2/p > Un 

时，有

[E[|X』p | ^n_i]2/p < U^2E[\Xn\P | ^-i],

故有

風瓷 I 兀』=U~2E[Xl I 兀』< \U~PE（\Xn\^ I ^n-i）]2/p

< max{%i, qr—/2E[|X J | 兀』}.

余下证明与上面相同.证毕.

习题

8.2.1 设（&&申 > 1） C D（Q,兀 P）, Cn T Coo, a.s.且 |&| < 

Id, Vn > 1,则 E[Cn | 兀]a.s.且 L1 收敛于 E[^ \ 忌].

8.2.2设》0）为一鞅（上鞅），T为一有穷停时，且E\T] < oo. 
如果存在常数C > 0,使得对一切n > 1,在[T二Ti + 1]上a.s.有 

E\\Xn+1 — X』| 兀]< C,则 E[Xt] = E[X0]（< E[X。]）.（提示：利用定理 

& 2.12.）
8.2.3设£ = （&,&,…）为一独立同分布随机变量序列，且E\\^\] < 

oo.令 兀= "（&,•••,&）,不>1为关于（兀）的有穷停时，且E\T] < oo. 
证明Wald等式成立：E\ZLi剧=如果进一步假定冏梓]< 

oo,证明另一 Wald等式成立：

T

E[（工 & - TE[&]）2] = E[（& - E[^]）2]E\T].

i=l

（提示：利用习题822.）
&2.4 利用Kolmogorov三级数定理证明如下结果（见Chow, Ann. 

Math. Statist. 36, 552-558）:设 1 W 卫 S 2, （Xn,n > 1）为一关于
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(兀)适应的随机变量序列，(S仇=刀二1乂,71 > 1)为鞅，则Sn在 

［刀笃E［|X屮|兀』<oo］上a.s.收敛

8 2.5设X = (X»n > 1)为一平方可积鞅，证明在［〈X& = oo］ ± 
有* >8〈X)仇 X仇=0 a.s..

8.2.6 设 X = (Xn,n > 1)为一上鞅，Xn = Mn- An 为其 Doob 
分解证明在Aoo < oo ± Xn a.s.收敛.

&2・7设X = (Xn,n> 1)为一平方可积鞅，证明在［〈X& <oo］ ± 
Xna.s.收敛 (提示：考虑下鞅(X?)和((Xn + I)2)并利用习题8.26)

8.2.8设£ = (&,&,•••)为一独立随机变量序列，且E［盘］< oo, Vn > 
1.令& =刀二&.如果bn t oo使得刀倉岡4耆MP】< oo,证明 

仝芒玉】T 0 a.s..(提示：利用习题8.1.1和Kroneck：引理)

8.3局部、鞅

下面我们对鞅的概念作三种推广，并将证明这三种推广的等 

价性.

8.3.1定义 设X = (X小冗2 0)为(兀)适应的随机变量序 

列，称X为局部鞅，如果存在一列停时Tk t oo,使得对每个k > 1 

(XnATfcI［Tfc>0］,n> 0)为一鞅；称X为广义鞅,如果对每个弘Xn+1 

关于Fn为。可积，且有E［Xe+i |冗］=Xn a.s.

8.3.2定义 设(M“ti > 0)为一适应序列，(HJ为一可料 

序列(即每个(Hn)为^n-l可测，n > 0, 令=

Mn-Mn_u 并令

n

X。= HqMq, Xn = Ho Mo + n > 1, (8.3.1)
i=l

记为H.M.如果(瓯曲2 0)为一鞅，称H.M为M关于H的鞅 

变换.

下一定理是 Meyer 在 Martingales and Stochastic Integrals I 

(LN in Math., 284 (1972), Springer-Verlag)中给出的.
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8・3・3定理 设X = (Xn,n>0)为一适应序列，则下列断言 

等价：

(1) X为局部鞅；(2) X为广义鞅；(3) X为鞅变换.

证(1)今(2).设X为局部鞅.令T.too为一列停时，使得

对每个 A： > 1, (Xn^TkI[Tk>O]^n n 0)为一鞅.故有

E[X(n+i)m4耳〉0] \^n]= X必耳也〉o], n>0,

从而有

E[Xn^I[rk>n\ | 兀]=XnI[Tk>n], n>0.

由于当上T oo时[耳 > 冗]f Q,我们推得X为广义鞅.

(2) 今(3).设X为广义鞅.令

Ho = IXoiHn = E[\Xn - Xn_x| | ^n_i], n> 1,

% =击4弘〉0], ri>0,

则(％)为一可料序列.令M = MX,则M为鞅，且有X = H.M, 

这表明X为鞅变换.

⑶今(1).设X = H.M为一鞅变换，其中M为一鞅，(HJ 

为一可料序列.令

Tk = ini{n\\Hn+1\>k}.

则每个Tk为一停时，耳f oo,且H停止于Tk在\Tk >0]±被k 

界住.于是每个Xn^TkI[Tk>o]为可积，且有

E[(X(ti+i)皿-X必耳)辰>0] | F ]

=HnI[Tk>o]E[(Mn+1^Tk 一 MnKTk) | 兀]=0.

这表明(X必耳/近>0]4 2 0)为鞅.于是X为局部鞅.
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&3・4系设M为局部鞅.如果每个Mn可积，则M为鞅. 

特别，如果M为非负局部鞅，且Mo可积，则M为鞅.

&3.5系 设X为局部鞅，（KJ为一可料序列.则K.X为 

鞅变换.

证 由定理8.3.3, X = H.M为一鞅变换，其中M为一鞅， 

为一可料序列.令W = HK,则W为一可料序列，且容易 

验证K.X = W,M.故K.X为鞅变换.

8.3.6定理 如果（必,0 <n <N）为一可积随机变量的 

适应序列，使得对任一有界可料序列（禺,0 <n<N\对任意 

1 Q S M有冏刀驚比呵 =0,则（皿小0 < n < TV）为一鞅.

证对 1 S J S M 4 € 片令 Hn = Q,n^ j, Hj = IA.则 

（禺）为一有界可料序列，且依假定- M—）］ = 0.这表 

明乃』=M—.于是（必）为一鞅.

习题

8.3.1 设 M 为一局部鞅.令 Xo = 1, Xn = nZ=i（1 +> 1- 
则X为一鞅变换.特别，若对每个k>l, > -1,则X为一鞅.
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第9章 Hilbert空间和Banach空间上的测度

本章首先介绍欧氏空间上有限Borel测度的Fourier变换和 

Bochner定理，然后介绍Hilbert空间上有限Borel测度Fourier 

变换的刻画(Minlos-Sazanov定理)和它的一个更加常用的形式一 

一Minlos定理，给出Hilbert空间上Gauss测度Fourier变换的 

刻画，最后介绍Hilbert空间上Gauss测度到Banach空间上的 

提升(Gross定理)和一个有关Banach空间上对称Gauss测度的 

Fernique定理 本章的9.2至9.5节内容取材于参考文献5的第1 

章部分内容.

9.1 BJ1 Borel 测度的 Fourier 变换和 Bochner 定理

9丄1定义 设“为R"上的一有限Borel测度 令

“⑴=I /皿“(必)，t e Rm, (9.1.1)

称"为“的Fourier变换.

显然，"具有如下几条性质：

(1) "(0) = “(RV；

(2) "在R"上连续；

(3) R是非负定的，即对任意自然数冗2 2及血，•…，绘w 

和复数如，…有

n

—tk)aiak > 0. (9.1.2)
i,k=i



事实上，(9.1.2)式可由下式推得

nn

l^k=l Rm k—1

2
“(d©).

9.1.2定义 设F是R机上的一非负右连续增函数(关于R机 

上的增函数的定义见定义1.5.3),且F(-8):= limmY F(r) > 

0,F(oo) < oo,“f 为与 F 联系的 Lebesgue-Stieltjes 测度(见定理 

1.5.4).令
f(t)=亦=/ e^dF^.t e R,

丿Rm

也称子为F的Fourier变换.

9丄3定义 设(Q,兀P)为一概率空向，£ = 

为m维实值随机变量，巩帀,…，如)=P(& <帀,…，爲< 

忑”)，％ =(叼厂…Wm) W R"为其分布函数，令

/(t) = E[e^] = [ e^dF^x),

丿Rg
t =(如…，圮)w R,

称f为随机变量£(或分布函数F)的特征函数.

下一定理是Levy关于增函数的Fourier变换的反演公式.特 

别地，由该定理知特征函数唯一决定其相应的分布函数.

9.1.4定理 设F是R-上的一非负右连续增函数，且F(-oo)二 

lirn—v F(x) = 0,F(oo) < oo, / 为 F 的 Fourier 变换，则对任意 

满足a<b的F的连续点a,b有

其中记号 见定义1.5.3.
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证考虑积分

r (已一込5 —巳一込〜\
It = T1 (-----------r--------- )于(如…,…dtm

J[-T,T]^ 洁 \ 一碣 ) 

r yV (gTtjbj — e-itjaj、

一计j )

e刀負】叽dF(X1，…，如)dti…d圮 

jRm
r r 齐(e—tj®-叼)_ w-遍-叼)、

丿R" J[-T,T]^ \ 一计j /

dt± ' …、Rm)

=f ( KT (sin以g 一 Xj) _ sintj(ay - Xj)\ 

丿R" J[_T,T]m 帖 \ S tj )

dti_ * dtqrndF(©1, * * •, )•

于是我们有

m

p m

= J JJ(7rsgn(67- - Xj) - 7rsgn(aj - Xj)) - -, xm)

=(2tt 严△".

定理证毕.

下一定理是Levy关于特征函数的连续性定理.

9丄5定理 设（凡）为R讥上的一列分布函数，（九）为相应 

的特征函数列.则为要（Fn）全收敛于Rm上的一分布函数F（即 

测度（m）弱收敛于 如），必须且只需（fn）在Rm上处处收敛于 

一在0处连续的函数f.这时f必为F的特征函数.特别若特征 

函数列（A）在Rm上处处收敛于一在0处连续的函数/,则f必 

为特征函数. ・

证 必要性显然，因为若（凡）全收敛于一分布函数F,令于为 

F的特征函数，则由定理6.1.3知，（亢）在R-上处处收敛于/. 
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往证充分性.设(凡)为一列分布函数，(九)为相应的特征函数列 

.设(九)在R杭上处处收敛于一在0处连续的函数/.我们只需 

证(凡)全收敛于一分布函数F.由Helly定理(定理6.1.4)知，存 

在(凡)的一个子序列(Fnfc)弱收敛于一非负右连续增函数F(即 

测度(叽)淡收敛于“F).下面我们证明F是一分布函数，且序 

列(凡)本身全收敛于分布函数F,

首先考虑m = 1情形.假定F不是分布函数，即F(oo)- 

F(-oo) = 6<1.令 £>0 使得 6 < 1 - 由于 /(0)= 

lim允is九(0) = 1,且于在0处连续，可取r > 0足够小，使 

得 r

忌丄y(t)叫〉d + |,

现取z >舟使得z和t都是f的连续点，则

圧匸九⑴小忌厶 < 严血)£/啊

+ | 舟 /* dFm(y) ( eitydt

s J\y\>x J_t

< Fnk(x) - Fnk(-x) + |-l [ SmJydFnk (?/)l
J\y\>x y 1

< Fnk (^) 一 Fnk(-X)+

在上式中令匕T OO得

牙 / 了毗 < F(")- F(t) + - <

这导致矛盾.因此F必须是一分布函数.于是(Fnfe)全收敛于分 

布函数F,且才为F的特征函数.由于特征函数唯一决定分布函 

数，故(Fn)的任一弱收敛子序列都全收敛于同一分布函数F.再 

由Helly定理推知，序列(Fn)本身全收敛于分布函数F.
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现在考虑m > 1情形.任取tj e R, tj 0,1 < j < m.令 

t =(如…，tm),S/ = {y e Rm \t^y < x},x e R.又令 Gn(x)= 

叭(SJ.如果凡是m维随机变量e(n) = (&(心…,爲仇))的分 

布函数，令如= t-e(n),则 P(Xn <x)= P(e(n) € S’)= “血(SJ 

从而Gn是X允的分布函数，其特征函数 九他)=E[eiuX-]=

“(域伍))]=亢(说)卩w R.令0(“)=几说)，依假定，仏处 

处收敛于在0处连续的函数0,于是由上面已证结果，Gn全收 

敛于一分布函数G.另一方面，设(Fnfc)弱收敛于一非负右连续 

增函数F,即测度(呱)淡收敛于MF,则对F的连续点丄有 

lim上toq G仇匕(©)— lim/cToo I^Fnk (Sq) = “f(Sz).于是对 F 的连续点 

x有G(©) = “f(SJ最终有

“”®771) = lim Mf(Sx) = lim G(x) = 1.
a>—>oo a?—>oo

因此F是一分布函数，且(FnJ全收敛于分布函数F.再由Helly 

定理推知，序列(Fn)本身全收敛于分布函数F.定理证毕.

9.1.6引理 设m>l,0<T< oo,(/>r为IT"上的一复值连续 

函数，满足如下性质：

幽(0) = 1, = 0, Vt w R" \ [-T,T]m.

如果对一切r W R,

Pt（x）= e-iVx（l）T（t）dt > 0

则 Jr- PT（x）dx = l,（/>T（t） = fRrn eit'xPT（x）dx 为一特征函数.

证 对 N > 0,令 0N（£）= HJLJI -（I巧 l/W[_N,N]（巧）卫 W 

R,则
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在上述推导中我们用了单调收敛定理和控制收敛定理•这表明Pt{x） 

为Rm上一分布函数的密度函数.类似可证

（咖r =（丄）/ %" -驾）ft竺异如…加

从而Mt）为一特征函数.

下一定理是著名的Bochner定理，它给出了 上有限Borel

测度Fourier变换的一个刻画.

9.1.7定理 设f为一 上的有界复值连续函数，则/为

一有限Borel测度的Fourier变换，当且仅当f是非负定的.

证 只需证充分性.不妨假定几0） = 1,这时只需证f为特征 

函数.令

将Pr3）视为Riemann和的极限，由f的非负定性知Pp（巧＞ 0. 

在上述多重积分中做如下变量代换：u = u.v = u-t,则变换
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Jacobi行列式为J =(叫),其中

ai,j = ai,j-\-rrt — = 0, Gi-f-mJ+m = ~^i,j ? 1 S " S m.

于是有

0

T—血|

f^e-^du

na- 甲）JW > 0

J=1

故由引理9.1.6知％(t) := n^i (1 -寧)为特征函 

数 由于limr^oo你(t) = W R,且于为一 R-上的复值连 

续函数，故由特征函数的连续性定理知于为特征函数.证毕.

9.1.8系 设于为上的一复值连续函数，且/(0) = 1,贝IJ 

于为特征函数，当且仅当f是非负定的.

由定理9.1.7的证明我们得到Rm上有限Borel测度Fourier 

变换的另一个刻画(属于Cram6r).

9.1.9定理 设f为一 上的有界复值连续函数，则于为

一有限Borel测度的Fourier变换，当且仅当对一切T > 0,

Pt(x) = [ f(u — v)eb(<u~v^'xdudv > 0, x G Rm.

9.2测度的Fourier变换和Minlos-Sazanov定理

设H为一实可分Hilbert空间，B(H)为它的Borel o代 

数.易知B(H)为可分(7代数(即3(H)是可数生成的).可测空间
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上的测度称为H上的Borel测度.下面我们只讨论H 

上的有限Borel测度

9・2・1定义 设“为H上的一有限Borel测度 令

“仗)=［占"跑y),

Jh

称"为“的Fourier变换.

显然，"具有如下几条性质：

(1) "(0) = “(H)；

(2) “在H上连续(甚至关于H的弱拓扑连续)；

(3) /2是非负定的.

人们自然要问：是否与有穷维欧氏空间情形类似，无穷维Hilbert 

空间上的任何非负定连续泛函都是某一有限Borel测度的Fourier 

变换？答案是否定的.下面我们将致力于给出Hilbert空间上有限 

Borel测度的Fourier变换的一个刻画(Minlos・Sazanov定理).为此 

先证明若干引理.

9・2・2引理 设卩为H上一非负定泛函.贝!J：

(1) 中仗)1 <炉(0),卩仗)=卩(一巧、\/工&

(2) 中0) - 卩(讷| < 2丁0(0)5/中(0) - 炉仗 一 , ^x.y G H;

(3)中(0) — 卩仗)| < 丁20(0)@(0) - RepO)), \/工 G H.

证设x.y G H•令

T豐)
/ 卩(0)

E = I 9(t) 
\甲(一 y) 

卩0) 
p⑹ 

卩0 _ y)

}
7
 

)
7

9
 
- 
O

/
(
\
 

/
(
\
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由卩的非负定性推知A和B为非负定矩阵.特别有乔=4,这 

里Ar表示A的转置.故有卩0) = °(一比).此外由det A > 0推知 

中仗)| <卩(0). (1)得证.由⑴知，矩阵B中的元素卩(-讣卩(-y) 

及卩仞-妨可用甲(£)2(妙)及卩0 -讥替换.计算B的行列式可 

得

det B =卩(0尸一卩(0)中(© — y)|2 一 卩(©)中(0)0仗)一(p(x 一 讷卩仞)]

+ 卩(9)"0)卩0 -y)~ 以0加@)]

=卩(0尸一炉(0)中仗 一 y)\2 一 0(0)中(>)一 0仞)|2

+ 2Re"(9)0(©)@(© -y)-炉(0))].

因为

炉(0)3 一 卩(0)中@ 一 y)\2 < 2卩(0)2"(0) — 轉一 9)|,

所以

0 < det B < 4卩(0)2|卩(0) - 甲｛x 一 y)\ 一 卩(0)中(>)一卩仞巴

由此推得(2).⑶式可由如下不等式推出

中(0) - 炉仗)|2 = @(0) - 0仗))@(0) - 莎J)

=卩(0)2 — 2(^(0)Re <p(x) + |q(©)F

< 2(^(0)2 — 2(^(0)Re(p(x).

引理证毕.

设4为H上线性算子，若(血,x) > 0,(血,y)=仗,Ay), g y G 

H,则称A为非负对称算子.若进一步有(血卫)> 0,血M 0,则称 

4为正对称算子.设4为日上的一非负对称算子，令｛%｝为H 

的一组标准正交基，则Tr A := £；n(Aen,en)不依赖标准正交基的 

选取.若Tr A < oo,则称A为对称迹算子，并称TrA为A的迹.
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设4为H上的非负对称迹算子，则存在H中的一标准正交系 

｛%｝及一列非负实数｛An｝,满足刀嵩An < 00,使得Aen = Anen, 

且有

Ax = An(x,en)en , Vx € H . (9.2.1)
n

我们称(9.2.1)式为对称迹算子A的谱分解.这时有TrA =刀倉An. 

9.2.3引理 设“为H上的有限Borel测度，则下列断言等 

价：

⑴ Jh 恻2“(妣)< OO； ：

(2)存在一正对称迹算子S,使得 gyCH有

(Sx,y) = / @,z)(sz)“(dz).
Jh

如果(2)成立，则
Tr S = / \\x\\2/j,(dx).

Jh

(9.2.2)

(9.2.3)

证设(2)成立.令｛en｝为H的一组标准正交基，则有

oo r
II创|2“ (如=工/ @叼)2“ (必)

Jh
00

=工(S 勺，叼)=TrS. (9.2.4)

这表明⑴成立，并有(9.2.3)式.反之，设⑴成立，则

|3，z)(y,z)|“(dz) < ||a;|| \\y\\

于是存在H上一有界线性算子S,使得(9.2.2)式成立.显然S是 

正的和对称的.此外，由(9.2.4)式知

TrS 问||纭(如< oo. 
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从而S是迹算子.

下一定理是Minlos-Sazanov定理,它给出了有限Borel测度 

的Fourier变换的一个刻画.

9.2.4定理 设炉是H上的一正定泛函，则下列断言等价：

⑴9为H上某一有限Borel测度“的Fourier变换；

(2) Ve > 0,存在对称迹算子员，使得

(Sex,x) < 1 => Re@(0) — q(r)) < £； (9.2.5)

(3) 存在H上对称迹算子S,使得Q关于H的如下范数|| • ||* 

连续(或只在龙=0处连续)：

| 胡 |* = (Sr,巧 i/2 = ||S】/2 创. (9.2.6)

证⑴="(2).设® = 对一切7 > 0,我们有

Re@(0) — q(r)) = / (1 — cos(r, z))“(dz)
Jh

< I / 3, z)2“(dz) + 2“({z I ||z|| > 7})-

令“i(4) = “(4Q[||z|| <7])«对“i应用引理923知，存在一正的 

对称迹算子使得

(B7Z1,Z2) = / (z,zi)(z,Z2)“(dz).
丿 IbllSv

对给定£ > 0,先选取丁〉0使得“([||引| > 7]) < ”4,再令S’ = 

e-％则有

Re@(0) 一 炉@)) < |(S£x,x) + |.

(2) = (1).设⑵成立，则Ree@)在龙=0处连续.故由引 

理9.2.2知炉在H上连续.现在任意取定H上的一组标准正交基
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{%},并对每个自然数n>l,令

九,…，人31，…On)=炉31 电 H----- + •□%), ® € R, 1 < j < n,

(9.2.7) 

则仏…仏为Rn上的一正定函数.由Bochner定理知，仏…几 

为Rn上一有限Borel测度险，.几的Fourier变换.显然，测度 

族{“仏…几}满足Kolmogorov测度扩张定理的相容性条件.于是 

存在(Rg”(Rg))上唯一的有限测度u使得

%,…仏(X」…，X“t, (9.2.8)

其中Xj(3)= 3门3 =仙,宀2,…)€ R°°.

下面我们要证明刀二1 xf < oo, sa.e..为此，令血为R"上 

标准Gauss测度贝I」

任给£ > 0,依据假定，存在正的对称迹算子关使(9.2.5)式成立. 

于是有

卩(0) - Re(p(x) S £ + 2(/?(0)(Sex, x) , Vx e H. (9.2.10)

由Fubini定理得

j = \

p [ rb
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由(9.2.10)式，上式不超过

£ + 2p(0)
n

yjek+j 5yj * Pn@y)
J=1

n

=* + 2q(0)(S^ek+j, e/c+j).

由于n>l是任意的，故由上式推知

p 1 °° OO
炉(0) - / exp{--刀 Xj}di/ S £ + 2炉(0)工 (SgCj，引).

Jro° j=k+l j=k+i
(9.2.11)

在(9.2.11)中先令上t oo再令珥0即得(注意q(0)=巩R°°))
f i 00

朋)-恋几网｛飞工X”血=0, 

j —上 + 1

这表明 < oo,—a.e..

最后，令X(3)=刀篇兀@)引，则X在上sa.e.有定 

义且X为虽值可测函数.令“ = "XT,则“为H上的有限 

Botel测度，且由(9.2.8)式知
n

〃(刀3,讣J =扎.

J=1
九(3,匂)，…，3,%))

n

=°(工(吓)叼).

j=L

令？2 T OO即得p =甲.(2)=>⑴证毕.

(2) U (3).设⑵成立.令S1/k为与£ = 1/k相应的正的对 

称迹算子，选取忑> 0,使得D XkTrS1/k < oo,令S =刀上XkS1/k, 

则S为正的对称迹算子.显然有

(Sx,x) < Xk => (Si/m,£)< 1

=> Re@(0) — Q(©)) < K 
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于是Re以巧在x = Q处关于范数||-1|*连续，从而由引理9.2.2知炉 

在H上关于范数|卜||*连续•这表明(2)二(3).反之，设(3)成立.

对给定 £ > 0,存在 §〉0,使得 ||创|* < § => Re@(0) -(p(x)) < £. 

令S& = 6~1S,则(9.2.5)式成立.从而⑶=> ⑵得证.

9.3 Minlos 定理

下面我们将给出Minlos-Sazanov定理的一个更加常用形式一 

—Minlos定理.为此，先引进若干记号和准备一些引理.

设B为H上一正的对称可逆迹算子.在H上引进新的内积 

—及范数||-II-如下：

@,9)_ = (Bx.y), ||创|_ = (Bx,x)1/2 = ||B1/2x||.

我们用H_表示H关于|| • II-的完备化，则内积(•,•)_可以连续 

扩张到H_上且H_关于(•,•)_为一可分Hilbert空间.另一方 

面，令£表示B-V2的定义域，贝惕知£为B1/2的值域(即 

£ =少/2(H)).在£上引进内积(•,•)+及范数|| • ||+如下：

(丄,9)+ = (B~1/2x,B~1/2y) , 创|+ =归-1/細| ,xeH+. (9.3.1)

则显然有

||Br||+ = ||创|_ , x e H, 

||U||r||+，x € B(H), 

问|| S 归円2|圍|+ , xeH+.

(9.3.2)

(9.3.3)

(9.3.4)

关于空间H_及H+，我们有如下结果：

9.3.1引理在上述假定及记号下，我们有：

(1) £ 按内积(•,•)+为一可分Hilbert空间;
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(2) B可延拓成为H_到H+上的保范算子，B-1可延拓成 

为H+到H.上的保范算子；

(3) 作为H_中的线性算子，B是正的对称迹算子，并且有 

TY_B = TrB.这里Tr.B表示在H_中计算B的迹.

(4) H+与H_互为对偶，H+ x H_上的典则双线性型〈•,•〉 

为

, x e H+ , y e H_ . (9.3.5)

证⑴设｛xn｝为H+中按范数II-1|+的基本列.由(9.3.4)式 

知，｛xn｝亦为H中的基本列，记其极限为狄令％ = B-1/2%, 

则｛%｝为H中的基本列，其极限为y.于是有

x = lim xn = lim =却/妝
n—>oo n—>oo

这表明x e H+,且有

\\xn - 创 1+ = ||B_1/2(xn 一 x)\\ = \\yn - 训 T 0.

于是，H+按范数II. ||+是完备的，即H+按内积(•,•)+为Hilbert 

空间.

(2) 直接由(9.3.2)式及(9.3.3)式推得.

(3) 作为H_上的线性算子，B的正性及对称性容易验证. 

往证£是上的迹算子.设B在H上的谱分解为

Bx —〉］入口(龙,R € H.

n

由于假定£可逆，｛%｝构成H的一组基.令fn = en/^ 则 

= (AnAm)_1/2(Ben,em)=几,讥.故｛fn｝为 H_ 的一组 

基.我们有

OO OO OO

Tr-B =工(£九,/J- = £ \\Bfn\\2 = ^Xn = TrB.

n=l n—1 n=l
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⑷由⑵知（9.3.5）式定义的双线性型〈•,•）有意义此外有

血，9〉1 S 阳一％|| —1|训—=|圍| + ||训—•

这表明〈•,•〉为使H+和H_相互对偶的典则双线性型. 

有了上面的准备以后，我们可以证明如下的Minlos定理. 

9.3.2定理 设炉为H上一连续正定泛函，E为H上一正 

的对称可逆迹算子，H_如前面所定义.则存在H_上唯一的有 

限Borel测度“，使得

小 ％〉“（必）=q（r） \/xeH+ . (9.3.6)

证对龙W 令0（©二卩（眄.则显然0为上的正定 

泛函.由引理921知，E为H_上的正的对称可逆迹算子.在 

H-上定义新范数II- ||*如下：

|圍|* =阳】/細二 \\Bx\\ .

由炉在H上连续性推知妙在上关于范数|| • ||*的连续性. 

故由定理9.2.4知妙为上某一有限Borel测度“的Fourier变

换，即有

小沪)_“(必)=0(g), (9.3.7)

在（9.3.7）式中令 y = B^x. x € H+,则由（9.3.5）式推得（9.3.6） 

式.定理证毕.

9.4 Hilbert空间上的Gauss测度

下面我们研究H上的一类特殊的Borel概率测度——Gauss 

测度.首先，我们对日上一般的Borel概率测度引进均值向量和 

协方差算子概念.
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9.4.1定义 设“为H上的一 Borel概率测度.如果对一切 

XEH,函数z T(彷,z)关于“可积，且存在H的一元素m,使得

(m,x) = / (a:,z)〃(dz) , x e H, (9.4.1)
Jh

则称m为“的均值向量.如果进一步存在H上的一正的对称线 

性算子使得

(Bx.y) = / (z - m, x)(z - m, y)/j,(dz) , € H, (9.4.2)
Jh

则称£为“的协方差算子.

均值向量和协方差算子一般未必存在•但若Jh \\x\Mdx) < oo, 

则由Riesz表现定理知均值向量m存在，且||m|| < fH ||创|“(如. 

如果进一步有fH问(加)< oo,则由引理9.2.3知，存在一正的 

对称迹算子S,使得

(Sr,?/)= [(R,z)@,z)“(dz) , \/x,y € H. (9.4.3)
Jh

令

Bx = Sx — (m, x)m . (9.4.4)

容易验证B满足(9.4.2)式，即£为“的协方差算子.这时B亦 

为正对称迹算子.

9.4.2定义 设“为H上的一 Borel概率测度.如果对每个 

xeH,随机变量@ •)服从Gauss分布，则称//为Gauss测度.

下面我们将通过Fourier变换来刻画Gauss测度 为此,我们 

需要一个分析引理.

9.4.3引理 设｛幻｝为一列实数，满足龙务此=oo.则 

存在一列实数｛0亦■使得丽> 0, Vj > 1,刀篇0； < oo且 

EJli 旳 0，= g
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证明 令no = O,并归纳定义皿如下：

nk 三 inf{Z | 刀;=—+1 > 1} , k>l.

显然有rik f oo.令

0j = (E 卅)“
j=^fc+i

nk + l<j < nk+1, 上=0,1,2，•…
上+1

则讪> 0, VJ > 1,且有

OO oo % + 1 OC 1

E吩刀為5,
J=1 k—Q J=nfc+1 k=o ' '

oo oo Tik+1 g / nfe+i 、1/2

工旳0厂刀f旳©厂刀需万(£卅) 
j=l fc=0 j=nfe-|-l fc=0 j=nfcH-l 丿

oo

k=0

1
上+1

=oo.

引理证毕.

下一定理给出了 Gauss测度的一个刻画.

9・4・4定理 H上的Borel概率测度“是Gauss测度的必要 

充分条件是其Fourier变换庐有如下表达式：

= exp{z(m,x) — |(Bx,x)}, (9.4.5)

其中mWH,E为H上的一正的对称迹算子.这时，m为卩的均 

值向量，B为“的协方差算子.此外还有

\\x\\2 ^dx) = TYB + ||m||2. (9.4.6)

证 必要性.设“为一 Gauss测度.先证fH \\x\\2^dx） < 00. 

依假定，对每个x,（龙,•）服从Gauss分布，于是存在实数mx及正
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数兀，使得

*3) e"®z)“(dz) = exp{imx -^ax} • (9.4.7)

令｛引｝为H的标准正交基，则

(||x||2^(da?)= 
H

OO

(叼,龙)2“ (如=口吃

J = 1

+吨). (9.4.8)

设｛0j｝为一列实数，使得0肝切> 0,刀負10； < OO.令
OO

E3) = 0j(ej, R)‘
J=1

(9.4.9)

则e为一 Gauss随机变量(因由Schwarz不等式，上述级数绝对 

收敛)，其均值必有限，即 刀負]馬力切< oo.于是由引理9.4.3 

知，必有刀篇力訂< OO.因此，为证fH \\x\\2^dx) < oo,只需 

证52Z1 <• < °°・由定理924知，存在正的对称迹算子S,使得 

(Sr,r) < 1 => 1 一 Re "(a?) < 于是我们有

1 1
1 — exp｛—-cr^｝ < 1 — Rejti(x) < (Sx, x) + - , Vx € 7/. (9.4.10)

不妨设s的零空间为｛0｝.对弄0,令"二[3(Sz,z)]T/2z,

则时=[3(Srw)「叱，(Sy,y)=务用g代替(9.4.10)中的龙,得

到

1 - exp
6(Sx, x) I - 3

即有 ax S (61og3)(Sx,x), \/x € H.由此推知

OO

工咱 < (61og3)TrS < oo . 
i=i

因此，最终证明了 fH ||^||2M(^) < oo.由定义9.4.1下面的说明 

知，“的均值向量尬及协方差算子B存在.采用前面的记号，我
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们有

mx= (a?,z)“(dz) =
Jh

代=1 3，z)2“(dz)— = [ [@,z)2 一 (me)2]“(dz)
Jh Jh

=/ (x, z — m)2/i(</z) = (Bx,x).
Jh

故由(9.4.7)式推得(9.4.5)式，由(948)式推得(9.4.6)式. 

充分性. 设meH.B为H上的一正的对称迹算子,

炉(龙)=exp{z(m,x) 一 x)},

则容易验证Q是H上的正定泛函.令

Sx — Bx + (m, x)m,

则S为H上正对称迹算子.在H上定义范数|| • ||*如下：

||创|* = ||S1/2x|| = + (m,a?)2)i/2.

显然0(龙)在龙=0处关于范数|| -1|*连续，故由定理9.2.4知©为 

H上某一 Borel概率测度卩的Fourier变换.显然在测度“下，对 

一切x e H,(龙,•)服从均值为(m,叭方差为的Gauss分 

布.于是依定义“为Gauss测度.定理证毕.

9.5 Banach空间上的Gauss测度

现在我们转向研究Banach空间上的Gauss测度.首先引进 

柱集及柱测度等基本概念.

设X为一实可分Banach空间，X*为其对偶空间.我们用 

II- II和Ik W 分别表示x和X*上的范数，并用〈•, •〉表示X x X* 
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上的典则双线性型.令A(X*)表示X*的有限维线性子空间的全 

体.对给定K €厂(X*),我们称形如

C = {x e X \ ((x,血〉,…，〈龙,yj) C E} (9.5.1)

的集为以K为底的柱集，这里n > 1, E为R冗的Borel子集，

€ K.我们用C(K)表示由以K为底的柱集在X上生成 

的<7代数.令

冗(X)= (J C(K), (9.5.2)
K€A(X*)

则冗(X)为代数

9.5.1引理 设X为一实可分Banach空间，则(r(7l(X))= 

®X).这里3(X)为X的Borel <7代数.

证首先显然有<r(7l(X)) C 3(X).由于X为可分距离空间.

每个开集可表为可数个闭球的并.因此，为证必冗(X)) = ®X), 

只需证每个闭球属于g冗(X)).设S = {x\\\x-帀|| < r},其中 

x0 e X, r > Q.令{an}为X的可数稠子集.由HahmBanach定 

理，对每个 n> 1,存在 ％ € X*,使得 ％||x* = 1, (an,zn) = ||an||. 

令
oo

T= Pl 迂 e X I \{x - Xo,zn)| < r} •

n=l

显然 ScT.Te <T(冗(X)).往证 S = T.如果 r $ S,即 ||x — Roll = 
ri > r,则存在某个允，使得卜-x0- an\\ < (n - r)/2.这时必有 

llttnll > (n + r)/2,且有

|〈37 — Xq , Zn^ | 2 |〈％, zn) | — | @ —龙0 — Qn, zn) |

N Ilan|| _ ||龙 _ 龙0 _ %||〉r •

这表明喘T.于是TcS.最终有S = Te <7(冗(X)).证毕.
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9・5・2定义 设卩为冗(X)上的非负集函数.如果“(X) = l, 

且对一切K €尸(X*), M限于一代数C(K)为一测度，则称“为X 

上的柱(概率)测度.X上的复值函数/,如果存在某个K €厂(X*), 

使得才关于C(K)为可测，则才称为柱函数.

有界柱函数f关于柱测度M的积分是有意义的，只要把柱测 

度看成使f可测的-代数C(K)上的测度.我们用fx f(xMdx) 

表示这一积分.特别，对柱测度“，我们可令

p(z)=［小”忆〉“(必)，z € X* , (9.5.3)
Jx

称"为“的特征泛函.

显然，柱测度的特征泛函是X*上的连续正定泛函.反之，设 

Q为X*上的连续正定泛函，且炉(0) = 1,则存在唯一的柱测度“, 

使得Q为“的特征泛函.

一个自然的问题是：什么样的柱测度可以扩张成为X上的一 

Borel测度？下面我们将对一种特殊情形回答这一问题.这一特殊 

情形是：Banach空间X是某个实可分Hilbert空间H关于某个 

较弱范数的完备化，而X上的柱测度是由H上的某个柱测度“提 

升”得到的.

设H为一实可分Hilbert空间.我们用(•, •)及| •丨分别表示 

H中的内积及范数.设IHI为日上的另一范数，满足如下条件： 

存在一常数c > 0,使得恻< c|讣这时，我们说范数|| • ||比范数 

| • |弱.令X为H关于范数|| • ||的完备化，则X为一可分Banach 

空间，日可视为X的一线性子空间.我们将H的对偶H*与H 

等同起来，则X的对偶空间X*可以视为H的如下子集：

X* = {9 € H 丨 sup |(刁，9)| < ooj . (9.5.4)

我们用〈•, •〉表示X x X*上的典则双线性型，则在H x X*
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上与内积(•,•)吻合，即有

血€日，yex*. (9.5.5)

我们用尸(X*)及厂(H)分别表示X*及H的有限维子空间全 

体.由于A(X*) C厂(H),且对每个K e厂(X*),若以Cx(K)及 

Ch(K)分别表示以K为底的柱集在X及H上生成的<7代数， 

则Cx(K) Q H U Ch(K).因此 我们有冗(X) QH C冗(H).这样 

一来,对H上的每个柱测度“,我们可以定义X上的一柱测度“* 

如下：

“*(c)= “(C Q H) , C W 冗(X) , (9.5.6)

我们称“*为"到X上的提升.显然，对龙€ X*,我们有石(巧= 

M(x).这表明“*的特征泛函是“的特征泛函在X*上的限制・今 

后我们用(H, X, “)表示上面引进的Hilbert空间、Banach空间及 

H上的柱测度，并称它为基本三元组.在回答前面提出的问题之 

前，我们还需要引进可测范数概念，它是Gross在［3］中最早提出 

的.

下面我们用卩萩示H中有限维(正交)投影算子全体・对 

PEP,令/(x) = ||Px||, xeH,则/是H上的柱函数•

9.5.3定义 设(H, | • |)为一 Hilbert空间，卩为H上的柱 

测度，|| • ||为日上的另一范数，且比范数丨弱.如果对于每个 

£〉0,存在p£ e P,使得对任何与Pe正交的FeP有

fi{x € H | ||F^||〉&}<£,

则称II • ||关于“可测•

9.5.4定义 设“为H上的柱测度.如果 %) = exp{-訴F}, 

则称“为H上的(标准)Gauss柱测度.
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显然，“为Gauss柱测度 当且仅当对一切PeP^oP-1 
为P(H)上的Gauss测度.

下一定理是著名的Gross定理(见Gross, L., Abstract Wiener 

spaces, In: Proc. Fifth Berkeley Symp. Math. Stat. Probab. 77, Part 

1, Univ. California Press, Berkeley, 1965, 31—41.),下面的简化证明 

是 Kallianpur 在 乙 Wahr. verw. Gebiete 17(1971): 113-123 中给出 

的.

9.5.5定理 设为一基本三元组.如果“是Gauss 

柱测度，且范数|| • ||为“可测的，则“到X上的提升//*可以扩 

张成为X上的Borel测度，称它为X上的Gauss测度

证令£｝为某个概率空间(2兀入)上的一列相互独立的标 

准正态随机变量.由范数IHI的“可测性，存在H的一列有限维 

正交投影｛玖｝,使得Pn 11(1为恒等算子)且对任何与Pn正交的 

PeP有

li｛xeH \ \\Px\\ > 2~n｝ < 2-n .

我们可以选取H的一组标准正交基｛%｝,使得｛"，…弋％｝为 

Pk(H)的标准正交基.令

nk
% 3)=工& 3)引，

则我们有

联+1 -联=刀&3)引•

j—rik + 1

由于Pk+1x 一 Pkx =刀算花+皿,引)％且VE € 3(R%+】-“)，

入｛s I (仏+13),…，乩+13)) € E｝
=“｛龙 G H | ((enfc_|_i, ”),•••，(enfe+1, a?)) € E｝,
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于是有

A(||^+1 - 77,11 > 2") = /^{xeH\ \\Pk^x — Pkx\\ > 2~fc} < 2-fc .

因此，{%}依概率收敛于一 X值随机元卩令厂为可的分布，即 

iy = Xo 7/T,则对每个 Z € X*,

lim TT 广〈切,z〉" _ €-1屮/2 =矿⑵
jo甘

这表明“*与"在冗(X)上一致，即厂为“*的扩张.

9.5.6定义 设X为一实可分Banach空间，"为X上的 

Botel概率测度，如果对一切z € X*,〈・,可为X上的零均值正态随 

机变量，则称“为X上的对称Gauss测度.这时称(X,3(X),“) 

为Gauss测度空间.

设(X, 3(X), “)为Gauss测度空间.H为一 Hilbert空间，它 

在X中稠，X的范数IHI限于日比日的Hilbert范数H弱， 

这时将H的对偶空间与H等同，则X的对偶空间X*可视为H 
的子集 若“的特征泛函庐⑵=exp{-||z|2}, z € X*,则称三元 

组为一抽象Wiener空间.

最后我们以有关Banach空间上对称Gauss测度的Fernique 

定理结束这一节.

9・5・7定理 设莎为一实可分Banach空间，"为(E,B(E)) 
上的对称Gauss测度 则存在入〉0,使得

"II创＜ 8 . (9.5.7)
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证设X,"为某个概率空间（2卩,巴上的两个独立E值随 

机元，其分布都是令

〜 1 〜 1
―迈（X + Y）,—迈

容易看出，文与P相互独立，且其分布仍为“•设> S > 0,则有

P(||X|| < S)P(||X|| > 上)=p(||y|| < s)p(\\x\\ > t)

汕(T)

Ss,
l|X + Y||
~VT~

SP(|||X||-Wills 辺 S, ||X|| + ||Y||>dt) 

"(冈〉扮,M〉扮)

=P(||X|| > 芳)]•
(9.5.8)

固定 r > 0.令 tQ = r,绘+i = r + V2tn,n > 1,定义

P(I|X|| > tn)

P(HX||—)Q的）= 72 = 0, 1，2,…

则由(9.5.8)式得到

= p(l^2LW2y
n+1()_ Pdl^ll < r)

■p(||X|| >tn)]2 / \2-,(||x|| ") _| =Qn(r) ' " = °丄2,…

于是有

«n(r) < exp{2nlog ce0(r)}, 〃 = 0,1,…

此外，由于（血严如 > 圮故有

P(||X|| > (辺严切 < P(||X|| > 切=anm\\X\\ < r)

< exp{2n log a0(^)} , n = 0,1,2, •••
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因此，对入〉0,令

12n = {xeE\(X^)n+4r < ||x|| < (血)"+%},

我们有

exWxW2 ^dx)

oo

< 刀戸(|凶| > (\/2)n+4r)exp{Ar22n+5}
n=0

oo

< 牙 exp{2“(logQo(r) + 32Ar2)}.
n=0

先取r充分尢使F(||X|| >r) < eTp(||X|| < r),再取入充分小,

使得

+ 32Ar2 S — 1，

由于2n < 2n,故有

+
ei6"

定理证毕.
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名词索引

一至四画

一致可积214
几乎处处（a.e.）收敛38
几乎一致（a.un.）收敛38
几乎必然（a.s.） 186 
广义鞅254
上（下）半连续124
从上（下）连续12
无处稠密131
开集，开邻域123
分布函数107
不等式

Chung-Erdos ~ 189
68 Doob~ 238

Holder^ 68, 197
Jensen~ 69, 201
极大值z 238
Kolmogorov 〜170
Minkowski〜68, 197
Schwarz〜68
上穿~ 239
Young~ 100

引理

Borel-Cantelli~ 187, 189
Fatou~ 51, 196, 202
Kronecker〜251
Neyman-Pearson~ 191
Scheff6~ 53
Steinhaus~ 100
Urysohn 〜125

五画

对称差1 
对称集191 
对称算子265 
对偶空间73 
半环，半代数，代数4 
半b可加12
可测空间8
可测映射可测函数27
可测同构9
可测柱集94 
可分b代数8 
可分拓扑空间123 
可离可测空间9 
正则条件概率208 
正规空间124 
正线性泛函81 
本性上确界220 
本性有界（函数）72 
示性函数30 
右闭鞅245

六画

向量格81 
有限核101 
有限可加，b可加12 
有限置换190 
有界集130, 136 
同胚，同胚映射124

• 286 •



在空集处连续13
次or可加15
全收敛168
全有界集130
列紧集130
协方差算子273
均值向量273

七画

完备测度空间12
完备距离空间130
投影可测空间114
投影序列114
投影极限115
条件（数学）期望194
条件概率193, 205
条件独立205
尾事件，尾c代数190
邻域123
局部紧空间123
局部鞅254

八画

单调类4
单调族36
单点紧化123
典则双线性型271
依测度收敛38
依分布收敛176
拓扑空间122
函数的卷积100
函数的支撑125
乘积b代数93, 94

乘积可测空间93, 94
乘积拓扑空间152
波兰（Polish）空间159
抽象 Wiener空间251
定理

Eaire~ 131
Bochner^ 262
Bolzano-Weierstrass~ （随机版本）41
Caratheodory 测度扩张 ~ 19
Caratheodory~ （随机版本）118
Choquet〜232
Daniell-Stone~ 83
Daniell-Stone〜（随机版本）U8 
单调类z 7, 32
单调收敛~ 51, 196, 202
Doob收敛〜241
Doob 停止 z 245, 247
Doob 分解 ~ 248
Dini 〜124
Egoroff〜41
Fernique~ 281
Fubini~ 97, 157
Gross〜280
Halmos・Savage~ 222
Helly~ 167
Jordan-Hahn 分解〜56
Kolmogorov~ 107, 110
Kolmogorov 三级数〜250 
控制收敛〜52, 196, 202
Levy连续性~ 259
Lr收敛~ 202
Lindel6f~ 132
Lusin~ 150
Minlos~ 272
Minlos-Sazanov~ 267
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Prohorov 〜174 Lebesgue-Stieltjes 〜23
Radon・Nikodym~ 62 Radon 〜140
Riesz 表现 ~ 136 Radon 乘积 ~ 155
Skorohod-Dudley 表现 ~ 177 复~ 55
Tietze 扩张 ~ 126 符号〜55
Tulcea~ 105, 112 符号~的正部，负部58
Tychonoff~ 153 符号~的全变差58
Urysohn 嵌入 ~ 132 符号~的Jordan分解58
Vitali-Hahn-Saks~ 64 符号~的Hahn分解58

变差〜58
九画 有限O有限~ 11

内（外）正则~ 140
相对紧173 正则~ 140
胎紧(tightness) 174 强内正则~ 140
独立类的扩张187 紧 ~ 110
迹算子265 像~ 49
柱集94,277 
柱函数278

柱 ~ 278

测度

~空间11
十画以上

~空间的完备化21 核，概率核101
~的限制21 核表示120
~的绝对连续，相互奇异59 积分

~ 的 Lebesgue 分解 60 Bochner〜89
~的乘积96 Daniell〜82
~的弱收敛165, 168 Pettis~ 89
~的淡收敛165, 168 不定~ 55, 91
~的分拆213 原子9
~的支撑59, 145 紧类108
概率~ 11 混合条件分布209
外~ 15 停时244
引出的外~ 17 随机Daniell积分 U7
随机~ 117 随机元176
Borel ~ 266 随机变量186
Gauss ~ 273 弱可测，强可测87
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弱收敛76
强收敛69
基本列39
普遍可测集163
数学期望186
截口 95
简单函数30
解析集227
特征函数258
特征泛函278
谱分解266
基本三元组279
置换不变<7代数190
鞅，上(下)鞅235, 243
鞅变换254
第一(二)可数性公理123(122) 
第一(二)纲空间131

其它

Baire 集，强 ~ 134
Bayes 法则 204
Borel 0-1 律 188
Borel a 代数 & 134
C0(X)的对偶146
Cc(X)开集 133
Choquet T 容度 231
de Morgan 公式 2
Dunford-Pettis 弱紧性准则 219

Fourier 变换 257, 264
Hausdorff 空间 124
Hevitt-Savage 律 191
I可容231
Kolmogorov 律 190
Kolmogorov强大数定律245
Lebesgue 可测 23
Lusin可测空间163
P连续171
“连续集169
“可测集16
“可测函数44
“可分旷代数71
“原子165
Radon-Nikodym 导数 63
Radon可测空间163
Radon乘积测度165
『次平均收敛69
旷代数4
<7可积200
旷紧空间123
旷有限核101
<7有界集136
Snell 包络 240
Souslin可测空间234
入类4
入族33
Wald 等式 253
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