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【题目 1】 L∞ 函数是否是缓增分布？

Solution. 结论：是缓增分布。
由于 Schwartz空间 S 是由一族半范数诱导的 Frechet空间，这一族半范数可取为

‖ f ‖(N,α) = sup
x∈Rn

(1 + |x|)N |∂α f (x)|, N ∈ Z≥0, α ∈ Zn
≥0.

缓增分布 S ′ 是 Schwartz空间的对偶空间， f ∈ S ′ 当且仅当存在一个常数 C以及可以选取有限个半范数

（记为 {(Nj, αj)}m
j=1）使得

|〈 f , ϕ〉| ≤ C ∑
j
‖ϕ‖(Nj ,αj)

, ∀ ϕ ∈ S .

因此我们只需要找到这一常数 C以及有限个半范数即可。

而对于 L∞函数 f 而言，我们可以通过 ϕ 7→
∫

f ϕ将其看成一个分布。事实上我们在下式中令 N > n

有：

|〈 f , ϕ〉| ≤
∫

| f (x)ϕ(x)|dx =
∫ ∣∣∣∣ f (x)

(1 + |x|)N

∣∣∣∣ · |(1 + |x|)Nϕ(x)|dx ≤ CN‖ f ‖∞ · ‖ϕ‖(N,0), ∀ϕ ∈ S,

其中

CN =
∫ dx

(1 + |x|)N < ∞.

依上面的讨论，L∞ 函数确实是缓增分布。

【题目 2】 在 R2 上计算 g(x1, x2) = exp(−x2
1)的 Fourier变换。

Solution.

1. 首先给出几个记号：设 F ,F1,F2分别表示在 R2上的 Fourier变换，对变量 x1的 Fourier变换以及
对变量 x2 的 Fourier变换。那么 F1,F2 均是 S(R2),S ′(R2)上的同构。且

F = F1F2 = F2F1.

我们只验证上述等式，同构与 F 的证明类似。

首先设 ϕ ∈ S，那么由 ∫
|ϕ(x)|dx ≤ ‖ϕ‖(3,0)

∫ dx
(1 + |x|)3 < ∞

知 ϕ可积。从而

F2F1(ϕ) = F2

(∫
ϕ(x, y)e−2πixξ dx

)
=

∫ (∫
ϕ(x, y)e−2πixξ dx

)
e−2πiyη dy.

由 |ϕ(x, y)e−2πi(xξ+yη)| = |ϕ(x, y)|知其可积，故由 Fubini定理知

F2F1(ϕ) =
∫

R2
ϕ(x, y)e−2πi(xξ+yη) dx dy = F (ϕ).

同理可证另一等式。
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下面设 T ∈ S ′，那么直接验证有

〈F2F1(T), ϕ〉 = 〈T,F1F2(ϕ)〉 = 〈T,F (ϕ)〉 = 〈F (T), ϕ〉, ∀ ϕ ∈ S .

即对于 S ′ 中元素有 F = F2F1。同理可证另一等式。

2. 记 f (x) = exp(−x2)，那么 g(x1, x2) = f (x1) · 1.。由 g ∈ L∞ 知其是缓增分布。从而

ĝ = F2F1(g) = f̂ (ξ) · F2(1)(η).

因此我们只需要计算 1的 Fourier变换即可。

3. 我们用两种方法计算 1的 Fourier变换。

• 关于测度的 Fourier变换
记

δ(x) =

1 x = 0

0 x 6= 0

那么这是一个有限的 Borel测度，从而对应着一个缓增分布。其 Fourier逆变换为

δ∨(ξ) =
∫

e2πixξ dδ(x) = 1.

容易验证 1, δ ∈ S ′，从而

1̂ = δ.

• 用 Fourier变换的定义计算
考虑函数 ϕ(x) = exp

(
−πx2)，那么

ϕ ∈ L1,
∫

ϕ dx = 1.

因此由恒等逼近知

mn/2ϕ(
√

mx) → δ, in S ′.

一方面

F (ϕ(x/
√

m)) = mn/2ϕ(
√

mξ) → δ

另一方面由控制收敛定理知∫
ϕ(x/

√
m)ψ(x)dx =

∫
ψ(x) exp

(
−π

|x|2
m

)
dx →

∫
ψ(x)dx, ∀ ψ ∈ S .

即

ϕ(x/
√

m) → 1 in S ′

从而由 Fourier变换的连续性知
F (1) = δ.

综上，我们计算出了 g的 Fourier变换

ĝ(ξ, η) = f̂ (ξ) · δ(η).

【题目 3】 已知 f ∈ C∞(Rn), g ∈ C∞
0 (Rn)， f (0)为 f 的唯一最小值点，并且

|x| ≥ 1, =⇒ f (x) ≥ | f (0)|+ 1.

且 H f (0) =
(
∂i∂j f (0)

)
i,j 可逆，则

Iλ =:
∫

Rn
e−λ f (x)g(x)dx

当 λ趋于无穷时的渐进性态为？
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Solution. 猜测答案为

∫
Rn

e−λ f (x)g(x)dx ∼
(

2π

λ

)n/2
· g(0)√

det H f (0)
e− f (0).

首先对于一个正定矩阵 A而言∫
Rn

e−xT Ax dx =
πn/2

√
det A

=⇒ ht(x) =
1
tn

√
det A

πn/2 e−
1
t2
·xT Axis an approximation of the identity

这说明 (
λ

π

)n/2
·
√

det A
∫

e−λxT Axg(x)dx → g(0)

而由 f (0)为 f 的唯一最小值点，因此 H f (0)正定且∇ f (0) = 0。因此由 Taylor展开知在 0的一个小邻域

有

f (x)− f (0) =
1
2

xTH f (0)x +O(‖x‖3)

因此我们有理由猜测当 λ → ∞时(
λ

2π

)n/2
·
√

det H f (0)
∫

Rn
e−λ( f (x)− f (0))g(x)dx

≈
(

λ

2π

)n/2
·
√

det H f (0)
∫

Rn
e−

λ
2 xT H f (0)xg(x)dx ∼ g(0)

且由Morse引理知，存在一个微分同胚 φ以及 r > 0使得

φ(0) = 0, f ◦ φ(y) = f (0) +
1
2
|y|2, y ∈ B(0, r) =: Br.

从而

Iλ =
∫

Rn
e−λ f (x)g(x)dx = e−λ f (0)

∫
Br

g ◦ φ(y)e−
λ
2 |y|

2 |det H f ◦φ(y)|−1/2 dy +
∫

Bc
r

e−λ f (x)g(x)dx

=: I1
λ + I2

λ.

其中由正定矩阵 A的恒等逼近易得关于 I1
λ 的估计：

I1
λ ∼ e−λ f (0)g ◦ φ(0)|det H f ◦φ(0)|−1/2

(
2π

λ

)n/2

=
g(0)√

det H f (0)

(
2π

λ

)n/2
e−λ f (0)

而对于 I2
λ 有

λn/2eλ f (0) I2
λ = λn/2

∫
Bc

r

e−λ( f (x)− f (0))g(x)dx

由于 f (x)− f (0)有正的下界，由控制收敛定理知上式趋于 0。
综上得证。
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