
多元数据分析第二次作业

应数 2101 杨嘉昱 2216113458

2024年 4月 2日

【题目 1】 设 X(1), X(2) 均为 p维随机向量，已知

X =

(
X(1)

X(2)

)
∼ N2p

((
µ(1)

µ(2)

)
,

(
Σ1 Σ2

Σ2 Σ1

))

其中 µ(i) 为 p维向量，Σi 是 p阶矩阵

1. 证明 X(1) + X(2) 和 X(1) − X(2) 相互独立

2. 求 X(1) + X(2) 和 X(1) − X(2) 的分布

Solution.

1. 由于

Y =

(
X(1) + X(2)

X(1) − X(2)

)
=

(
I I

I −I

)(
X(1)

X(2)

)
:= CX

故

Y ∼ N2p
(
µ, Σ̃

)
其中

µ =

(
µ(1) + µ(2)

µ(1) − µ(2)

)
Σ̃ = CΣCT = 2

(
Σ1 + Σ2 O

O Σ1 − Σ2

)
由于

Σ̃12 = Σ̃21 = O

从而 X(1) + X(2) 和 X(1) − X(2) 相互独立.

2. 由于
X(1) + X(2) =

(
I O

)
Y X(1) − X(2) =

(
O I

)
Y

故由第一问的结论知

X(1) + X(2) ∼ N
(

µ(1) + µ(2), 2Σ1 + 2Σ2

)
X(1) − X(2) ∼ N

(
µ(1) − µ(2), 2Σ1 − 2Σ2

)

【题目 2】 设 X ∼ N3(µ, Σ)，其中

µ = (µ1, µ2, µ3)
T , Σ =


1 ρ ρ

ρ 1 ρ

ρ ρ 1

 (0 < ρ < 1).

1. 试求条件分布 (X1, X2|X3)和 (X1|X2, X3)
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2. 给定 X3 = x3 时，试写出 X1, X2 的条件协方差。

Solution.

1. 记

Σ11 =

(
1 ρ

ρ 1

)
, Σ12 = ΣT

21 =

(
ρ

ρ

)
, Σ22 =

(
1
)

则

µ1,2 =

(
µ1

µ2

)
+ Σ12Σ−1

22

(
x3 − µ3

)
=

(
µ1 + ρ(x3 − µ3)

µ2 + ρ(x2 − µ3)

)

Σ11,2 = Σ11 − Σ12Σ−1
22 Σ21 =

(
1 − ρ2 ρ − ρ2

ρ − ρ2 1 − ρ2

)
= (1 − ρ)

(
1 + ρ ρ

ρ 1 + ρ

)
从而 (X1, X2|X3)的条件分布为

(X1, X2|X3) ∼ N (µ1,2, Σ11,2)

同理，记

Σ̃11 =
(

1
)

, Σ̃12 = Σ̃T
21 =

(
ρ ρ

)
, Σ̃22 =

(
1 ρ

ρ 1

)
则

µ̃1,2 = µ1 + Σ̃12Σ̃−1
22

(
x2 − µ2

x3 − µ3

)
= µ1 +

ρ

ρ + 1
(−x2 + µ2 + x3 − µ3)

Σ̃11,2 = Σ̃11 − Σ̃12Σ̃−1
22 Σ̃21 = 1 − 2x2

x + 1
故

(X1|X2, X3) ∼ N
(

µ1 +
ρ

ρ + 1
(−x2 + µ2 + x3 − µ3), 1 − 2x2

x + 1

)
2. 由于 (X1, X2|X3)的方差矩阵为

(1 − ρ)

(
1 + ρ ρ

ρ 1 + ρ

)
故 X1, X2 的条件协方差为

ρ(1 − ρ).

【题目 3】 设 X1 ∼ N (0, 1)

X2 =

− X1 − 1 ≤ X1 ≤ 1

X1 otherwise

证明

1. X2 ∼ N (0, 1)

2. (X1, X2)的联合分布不是正态分布

Solution.

1. 设 X2 的分布函数为 F，密度函数为 p，则当 x < −1时

F(x) = P(X1 ≤ x) =
∫ x

−∞

1√
2π

exp
(
−1

2
t2
)

dt.
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当 −1 ≤ x ≤ 1时

F(x) = P(X1 ≤ −1) + P(−1 < −X1 ≤ x)

=
∫ −1

−∞

1√
2π

exp
(
−1

2
t2
)

dt +
∫ 1

−x

1√
2π

exp
(
−1

2
t2
)

dt.

当 x > 1时

F(x) = P(X1 ≤ −x) + P(−1 ≤ −X1 ≤ 1) + P(X1 ≤ x) + P(1 < x1 ≤ x)

= P(X1 ≤ x) =
∫ x

−∞

1√
2π

exp
(
−1

2
t2
)

dt.

综上：

p(x) =
d

dx
F(x) =

1√
2π

exp
(
−1

2
x2
)

故 X2 ∼ N (0, 1).

2. 令 Y = X1 − X2，则

P(|Y| = 0) = P(|X1| > 1) = 2Φ(−1) > 0

这说明

Y =
(

1 −1
)(X1

X2

)
不是正态分布，故 (X1, X2)也不是正态分布。

【题目 4】 设 X ∼ Np(µ, Σ)，A为对称矩阵，证明

1. E
(
XXT) = Σ + µµT

2. E
(
XT AX

)
= tr(ΣA) + µT Aµ

3. 若 µ = a1p, A = Ip −
1
p

1p1T
p , Σ = σ2 Ip，证明

E
(

XT AX
)
= σ2(p − 1).

其中 1 = (1, · · · , 1)T.

Proof.

1. O ∼ Np(0, Σ)

X = µ +O.

E
(

XXT
)
= E

(
µµT

)
+ E

(
OµT

)
+ E

(
µOT

)
+ E

(
OOT

)

E
(

µµT
)
= µµT EO = 0, E

(
OOT

)
= Var O = Σ,

E
(

XXT
)
= Σ + µµT

2.

E
(

XT AX
)
= E

(
µT Aµ

)
+ E

(
OT Aµ

)
+ E

(
µT AO

)
+ E

(
OT AO

)
= µT Aµ + E

(
OT AO

)
3
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A = (aij), Σ = (σij), OT = (ξ1, · · · , ξp).

O = ∑ ξiei σij = E(ξi · ξ j), aij = eT
i Aej.

ei Rp A aij = aji

E
(
OT AO

)
= E

(
∑
i,j

ξiξ jeT
i Aej

)
= ∑

i,j
σijaij = ∑

i,j
σijaji = tr(ΣA).

E
(
XT AX

)
= tr(ΣA) + µT Aµ.

3.

1
a2 µT Aµ = 1T

(
I − 1

p
11T
)

1 = 1T1 − 1
p

(
1T1
)2

= p − 1
p
· p2 = 0

p
σ2 ΣA = pI − 11T =


p

p
. . .

p

−


1 1 · · · 1

1 1 · · · 1
...

...
. . .

...
1 1 · · · 1



tr(ΣA) =
σ2

p

(
tr(pI)− tr

(
11T
))

=
σ2

p

(
p2 − p

)
= σ2(p − 1).

E
(

XT AX
)
= µT Aµ + tr(ΣA) = σ2(p − 1).

【题目 5】 设 X ∼ Nn
(
µ, σ2 In

)
，A阶对称幂等矩阵，且 rank(A) = r (r ≤ n)，证明

1
σ2 XT AX ∼ χ2(r, δ), δ =

1
σ2 µT Aµ.

Proof. A rank(A) = r O ∈ SL(n, R)

A = OTΛO, Λ =

(
Ir

O

)

Y = ΛOX/σ

Y ∼ Nr

(
1
σ

ΛOµ,OΛInΛTOT
)
= Nr

(
1
σ

ΛOµ, Ir

)
.

1
σ2 XT AX = YTY =

r

∑
i=1

Yi ∼ χ2(r, δ)

δ =

(
1
σ

ΛOµ

)T ( 1
σ

ΛOµ

)
=

1
σ2 µTOTΛTΛOµ =

1
σ2 µT Aµ

【题目 6】 设 X ∼ Nn
(
µ, σ2 In

)
，A, B为 n阶对称矩阵，若 AB = O，证明 XT AX与 XTBX相互独立。
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Proof. A n P ∈ SL(n, R)

A = PT

(
Dr

O

)
P, Dr = diag(λ1, · · · , λr).

AB = O

ABPT = O =⇒
(

Dr

O

)
PBPT = O =⇒ PBPT =

(
O O

C D

)

PBPT

PBPT =

(
O

Dn−r

)
.

Y = PX

Y ∼ Nn

(
Pµ, σ2PInPT

)
= Nn

(
Pµ, σ2 In

)
Y1, · · · , Yn

XT AX = YT

(
Dr

O

)
Y =

r

∑
i=1

λiY2
i .

{Yj}r
j=1

XTBX = YTPBPTY = YT

(
O

Dn−r

)
Y =

(
Yr+1 · · · Yn

)
Dn−r


Yr+1

...
Yn


{Yj}n

j=r+1 XT AX, XTBX

【题目 7】 设 X ∼ Np(µ, Σ), Σ > 0, A, B为 p阶对称矩阵，证明

(X − µ)T A(X − µ), (X − µ)TB(X − µ)相互独立 ⇐⇒ ΣAΣBΣ = O.

Proof.
M = Σ−1/2(X − µ) ∼ Np(0, Ip), C = Σ1/2 AΣ1/2, D = Σ1/2BΣ1/2

(X − µ)T A(X − µ) =
(
(X − µ)TΣ−1/2

) (
Σ1/2 AΣ1/2

) (
Σ−1/2(X − µ)

)
= MTCM.

(X − µ)TB(X − µ) =
(
(X − µ)TΣ−1/2

) (
Σ1/2BΣ1/2

) (
Σ−1/2(X − µ)

)
= MTDM.

(X − µ)T A(X − µ), (X − µ)TB(X − µ) ⇐⇒ MTCM, MTDM .

O = ΣAΣBΣ = Σ1/2CDΣ1/2 ⇐⇒ O = CD

MTCM, MTDM ⇐⇒ CD = O

MT AM

EeitMT AM =
∫

Rp

1
(2π)n/2 eitmT Am exp

(
−1

2
mTm

)
dm =

1
(2π)n/2

∫
Rp

exp
(
−1

2
mT (I − 2itA)

)
dm

=
1

(2π)n/2 · 1
|I − 2itA|1/2

∫
Rp

exp
(
−1

2
xTx

)
dx =

1
|I − 2itA|1/2

5
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|I − 2itA|1/2 t p n n I − 2itA

EeitMTBM =
1

|I − 2itB|1/2 .

MT AM, MTBM

EeitMTBM · EeitMTBM = EeitMT(A+B)M.

|I − 2it(A + B)| = |I − 2itA| · |I − 2itB| = |I − 2it(A + B)− 4t2 AB|

t AB = O.

【题目 8】 设 X(α) ∼ Np(0, Σ)相互独立，其中

Σ =

(
Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

)

且已知

W =
n

∑
α=1

X(α)X
T
(α) =

(
W11 W12

W21 W22

)
证明：

1. W11 ∼ Wr(n, Σ11), W22 ∼ Wp−r(n, Σ22)

2. 当 Σ12 = O时，W11, W22 独立.

Proof.

Y(α) =
(

Ir O
)

X(α) ∼ Nr(0, Σ11), Z(α) =
(

O Ip−r

)
X(α) ∼ Np−r(0, Σ22).

W11 =
(

Ir O
)( n

∑
α=1

X(α)X
T
(α)

)(
Ir

O

)
=

n

∑
α=1

Y(α)Y
T
(α) ∼ Wr(n, Σ11)

W22 =
(

O Ip−r

)( n

∑
α=1

X(α)X
T
(α)

)(
O

Ip−r

)
=

n

∑
α=1

Z(α)Z
T
(α) ∼ Wp−r(n, Σ22)

Σ12 = O Y(α), Z(α)

W11 =
n

∑
α=1

Y(α)Y
T
(α), W22 =

n

∑
α=1

Z(α)Z
T
(α)

【题目 9】对单个 p元正态总体Np(µ, Σ)的均值向量的检验问题，试用似然比原理导出检验H0 : µ = µ0(Σ0

已知)的似然比统计量及其分布.

Solution. 设 {Xj}n
j=1 是来自 Np(µ, Σ)的独立同分布样本。则其联合密度函数为

f (X) =
n

∏
j=1

1
(2π)p/2|Σ|1/2

exp
(
−1

2
(Xj − µ)TΣ−1(Xj − µ)

)

=
1

(2π)np/2|Σ|n/2
exp

(
−1

2

n

∑
j=1

(Xj − µ)TΣ−1(Xj − µ)

)

6
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其中
n

∑
j=1

(Xj − µ)TΣ−1(Xj − µ) =
n

∑
j=1

(Xj − X + X − µ)TΣ−1(Xj − X + X − µ)

=
n

∑
j=1

(Xj − X)TΣ−1(Xj − X) +
n

∑
j=1

(X − µ)TΣ−1(X − µ).

记

Θ = {µ : µ ∈ R}, Θ0 = {µ : µ = µ0}

由于均值 µ的极大似然估计为

µ̂ = X

故

Λ =
maxµ∈Θ0 L(X; µ)

maxµ∈Θ L(X; µ)
= exp

(
−1

2

n

∑
j=1

(X − µ0)
TΣ−1(X − µ0)

)
拒绝域形如

{Λ ≤ λα} ⇐⇒
{
−1

2
T0 ≤ log λα

}
⇐⇒ {T0 ≥ Tα}

【题目10】设X(α)为来自正态总体X ∼ Np

(
µ(1), Σ1

)
的随机样本，Y(α)是来自正态总体Y ∼ Np

(
µ(2), Σ2

)
的随机样本,且相互独立，Σ未知.设 n < m利用 X(i), Y(j) 构造新总体 Z的样本 Z(i)，令

Z(i) = X(i) −
√

n
m

Y(i) +
1√
nm

n

∑
j=1

Y(j) −
1
m

m

∑
j=1

Y(j)

证明：Z(i) ∼ Np

(
µ(1) − µ(2), Σ1 +

n
m

Σ2

)
且相互独立。

Proof.

EZ(j) = E

(
X(i) −

√
n
m

Y(i) +
1√
nm

n

∑
j=1

Y(j) −
1
m

m

∑
j=1

Y(j)

)

= µ(1) −
√

n
m

µ(2) +
1√
nm

· n · µ(2) − 1
m

· m · µ(2) = µ(1) − µ(2).

P(i) = −
√

n
m

Y(i) +
1√
nm

n

∑
j=1

Y(j) −
1
m

m

∑
j=1

Y(j)

Cov
(

P(i), P(j)

)
=

n
m

Cov
(

Y(i), Y(j)

)
+
(

Cov
(

P(i), P(j)

)
− n

m
Cov

(
Y(i), Y(j)

))
Cov

(
P(i), P(j)

)
− n

m
Cov

(
Y(i), Y(j)

)
=−

√
n
m

Cov
(

Y(i),
1√
nm

Y(i) −
1
m

Y(i)

)
−
√

n
m

Cov
(

Y(j),
1√
nm

Y(j) −
1
m

Y(j)

)
+ Cov

(
1√
nm

n

∑
j=1

Y(j) −
1
m

m

∑
j=1

Y(j),
1√
nm

n

∑
j=1

Y(j) −
1
m

m

∑
j=1

Y(j)

)

=− 2
(√

n
m

· 1√
nm

− 1
m

√
n
m

)
Var

(
Y(i)

)
+ Var

((
1√
nm

− 1
m

) n

∑
j=1

Y(j)

)
+ Var

(
1
m

m

∑
j=n+1

Y(j)

)

=

(
− 2

m
+

2
m

√
n
m

+
n

nm
− 2

m
n√
nm

+
n

m2 +
m − n

m2

)
Σ2 = O

7
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Cov
(

P(i), P(j)

)
=

n
m

Cov
(

Y(i), Y(j)

)
=

n
m

Var Yδij =
n
m

Σ2δij

Cov
(

Z(i), Z(j)

)
= Var

(
X(i), X(j)

)
+ Cov

(
P(i), P(j)

)
= Σ1δij +

n
m

Σ2δij

Z(i) Σ1 +
n
m

Σ2

Z(i) ∼ Np

(
µ(1) − µ(2), Σ1 +

n
m

Σ2

)
.

【题目 11】 为了研究日、美两国在华投资企业对中国经营环境的评价是否存在差异，今从两国在华企业

中各抽取 10家，让其对中国的政治、经济、法律、文化等环境进行打分。

Solution. 记日、美两国的样本分别为 Xi, Yi，考虑

Zi = Xi − Yi

则原假设与备择假设分别为

H0 : µ0 = 0 vs µ0 ̸= 0.

考虑统计量

F =
(n − 1)− p + 1

(n − 1)p
Z̄T
(

1
n − 1

A
)−1

Z̄ =
1
6

Z̄T
(

1
9

A
)−1

Z̄ ∼ F(p, n − p) = F(4, 6).

带入数值计算得检验 p值为

p = 0.03644468

故在显著性水平为 α = 0.05的前提下拒绝原假设。代码如下：

1 a = read.table("R/2_7.txt")
2

3 X <− matrix(unlist(a[1:10,]), ncol = 4) − matrix(unlist(a[11:20,]), ncol = 4)
4 X_bar = colMeans(X)
5 F <− 10 %∗% t(X_bar) %∗% solve(cov(X)) %∗% (X_bar) ∗ (9−4+1)/(9∗4)
6

7 p_value <− 1 − pf(F, 4, 6)
8 print(p_value)
9
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