
矩阵分析作业 (7 ∼ 8)

应数 2101 杨嘉昱 2216113458

2023年 5月 28日

第七次作业

【题目 1】 求矩阵的的 {1}-逆 A(1)

A =


1 0 2

0 1 0

1 0 2

1 0 2


解. A

A −→


1 0 2

0 1 0

0 0 0

0 0 0


A A = PQ

P =


1 0

0 1

1 0

1 0

 , Q =

(
1 0 2

0 1 0

)

P =


1

1

1 1

1 1


(

I2

O

)
= P̃

(
I2

O

)
Q =

(
I2 O

)
1 2

1

1

 =
(

I2 O
)

Q̃

A = P̃

(
I2 O

O O

)
Q̃

A{1} =

Q̃


1 0 x1 x2

0 1 x3 x4

x5 x6 x7 x8

 P̃ : ∀ xj ∈ C, 1 ≤ j ≤ 8

 .

【题目 2】 证明:方阵 A非奇异的充分必要条件是它有唯一的 {1}-逆，就是 A−1。
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证明. A ∀ G ∈ A{1}

AGA = A =⇒ G = A−1 AA−1 = A−1,

A{1} = {A−1}.

A{1} A P, Q

A = P

(
Ir O

O O

)
Q, r < n.

Q

(
Ir G12

G21 G22

)
P, ∀ Gij

A 1 A{1} A

【题目 3】 设 rank(BC) = rank(C)，证明：存在矩阵 D使得 C = DBC且 (BC)(1)B是 C的一个 {1}-逆。

证明. rank(BC) = rank(C) rank(CTBT) = rank(CT) ∀ x

CTBTy = CT(BTy) ∈ R(CT) =⇒ R(CTBT) ⊆ R(CT).

R(CTBT) = R(CT).

A

CTBT = CT A =⇒ (AT)−1BC = C.

D = (AT)−1

C = DBC.

C(BC)(1)BC = DBC(BC)(1)BC = DBC = C

(BC)(1)B ∈ C{1}.

【题目 4】 证明：

1. R(AB) = R(A)的充分必要条件是 rank(AB) = rank(A)。

2. N(AB) = N(B)的充分必要条件是 rank(AB) = rank(B)。

证明.

1. ∀ x

ABx = A(Bx) ⊆ R(A) =⇒ R(AB) ⊆ R(A)

R(AB) = R(A) ⇐⇒ dim(R(AB)) = dim(R(A)) ⇐⇒ rank(AB) = rank(A).
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2. ∀ x ∈ N(B)

Bx = 0 =⇒ ABx = (AB)x = 0 =⇒ N(B) ⊆ N(AB).

N(B) = N(AB) ⇐⇒ dim(N(B)) = dim(N(AB))

⇐⇒ dim(R(B)) = dim(R(AB))

⇐⇒ rank(B) = rank(AB).

【题目 5】 A ∈ Cm×n 的第 (i, j)元素为 1,其余元素皆为 0,求其 {1, 2}-逆的一般形式。

证明.

A = P

(
1 O1×n−1

Om−1×1 Om−1×n−1

)
Q.

P j 1 Q 1 j

A{1, 2} =

{
P

(
1 αT

β βαT

)
Q : ∀ α ∈ Cm−1, β ∈ Cn−1

}
.

【题目 6】 求下列矩阵的一个 {1, 2}-逆

A =


1 2 0

0 0 2

2 4 0


解.

A −→


1 2 0

0 0 2

0 0 0



A =


1 0

0 2

2 0


(

1 2 0

0 0 2

)
= PQ

{1, 2}-

A(1,2) = Q−1
R P−1

L = QT(QQT)−1(PTP)−1PT =


1 0 0

0 0 0

0
1
2

0

 .

第八次作业

【题目 7】 已知矩阵

A =


0 2i i 0 4 + 2i 1

0 0 0 −3 −6 −3 − 3i

0 2 1 1 4 − 4i 1


求矩阵 A的 {1, 2, 3}-逆。
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解.

AH A =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 2 4 2 + 2i

0 0 0 1 2 1 + i

0 2 1 10 22 − 4i 10 + 9i

0 4 2 22 − 4i 48 − 16i 26 + 16i

0 2 + 2i 1 + i 10 + 9i 26 + 16i 2 + 18i



A(1,2,3) = (AH A)(1)A

【题目 8】 证明集合 A{1, 4}为矩阵方程
XA = A(1,4)A

的解集，其中 A(1,4) 是 A{1, 4}的任意一元。

证明.
E = {X : XA = A(1,4)A},

∀ X ∈ E

AXA = AA(1,4)A = A, (XA)H =
(

A(1,4)A
)H

= A(1,4)A = XA

X ∈ A{1, 4} E ⊆ A{1, 4}
∀ X ∈ A{1, 4} A(1,4) = X XA = A(1,4)A A{1, 4} ⊆ E E = A{1, 4}

【题目 9】 证明：设 A ∈ Cm×n, v ∈ Cm, A(1,4) ∈ A{1, 4}，且方程 Ax = b有解即 b ∈ R(A)，则 x0是其 L-N解
的充要条件为 x0 = A(1,4)b。

证明.
A(1,4)b ∈ R(AH) x0 = A(1,4)b x0 Ax = b b ∈ R(A)

y ∈ Cn

b = Ay.

x0 = A(1,4)b = A(1,4)Ay =
(

A(1,4)A
)H

y = AH
(

A(1,4)
)H

y ∈ R(AH)

x0 Ax = b L-N
x0 Ax = b L-N

x0 ∈ R(AH) = R
((

A(1,4)A
)H
)
= R

(
A(1,4)A

)
AA(1,4)

x0 = A(1,4)Ax0 = A(1,4) (Ax0) = Ab.

【题目 10】 设 A =


1 0 1

2 1 3

0 1 1

用满秩分解求 A+。
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解. A

A −→


1 0 1

0 1 1

0 0 0


A

A =


1 1

2 3

0 1


(

1 0 1

0 1 1

)
= PQ.

A+ = Q+P+ = QH
(

QQH
)−1 (

PHP
)−1

PH =
1
6


2 1 −3

−2 0 4

0 1 1

 .

【题目 11】 设 A =


1 0

0 1

1 0

，用奇异值分解求 A+。

证明. A = USVH

AH A =

(
2

1

)
= VSVH

S1 = diag{
√

2,
√

1}, V = I

AAH = U


√

2

1

0

UH

U =


1√
2

1√
2

1
1√
2

− 1√
2



A+ = V
(

S−1
1 0

)
UH =

1
2

1
2

1

 .

【题目 12】 设 A =


2 −1 −1

2 −1 −2

−1 1 2

求矩阵 A的 Jordan标准型 J ,并求变换矩阵 P ,使

P−1 AP = J.

解. |A − λI| = 0 ∣∣∣∣∣∣∣∣
2 − λ −1 −1

2 −1 − λ −2

−1 1 2 − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −(λ − 1)3 = 0
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λ1 = λ2 = λ3 = 1.

rank(A − λI) = 1 2 Jordan

J =


1

1 1

1

 .

AP = PJ, P = (x1, x2, x3).

Ax1 = x1, Ax2 = x2, Ax3 = x2 + x3.

x1 = (1, 1, 0)T, x2 = (1, 2,−1)T x3 = (1, 0, 0)T.

P = (x1, x2, x3) =


1 1 1

1 2 0

0 −1 0



【题目 13】 设 A =


2 1 0

0 0 1

0 1 0

求 A1/2 和 ln A。

解. |A − λI| = 0

λ1 = −1, λ2 = 1, λ3 = 2.

AP = PΛ, Λ = diag{−1, 1, 2}.

P =


1 −1 1

−3 1 0

3 1 0



A = PΛP−1.

A1/2 = P


i

1 √
2

 P−1 ln A = P


ln(−1)

0

ln 2

 P−1

【题目 14】 X是 m × n矩阵变量，证明:

d
dX

tr
(

XXT
)
=

d
dX

tr
(

XTX
)
= 2X.
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证明. X = (aij)

tr
(

XXT
)
=

m

∑
j=1

n

∑
i=1

a2
ij =

n

∑
i=1

m

∑
j=1

a2
ij = tr

(
XTX

)
.

d
dX

tr
(

XXT
)
=

d
dX

tr
(

XTX
)
= 2


a11 · · · a1n
...

. . .
...

an1 · · · ann

 = 2X.
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