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【题目 1】 设 X是非负连续型随机变量，证明

E (Xα) =

ˆ ∞

0
αxα−1F(x)dx.

Proof.

E (Xα) =

ˆ ∞

0
xα dF(x) = −

ˆ ∞

0
xα dF(x) =

ˆ ∞

0
αxα−1F(x)dx − xαF(x)

∣∣∞
0 =

ˆ ∞

0
αxα−1F(x)dx

F(x) = P(X < x), F(x) = P(X ≥ x) = 1 − F(x).

【题目 2】 设 P(AB) > 0，则

PA(C|B) = P(C|AB).

Proof.

PA(C|B) =
PA(BC)
PA(B)

=
P(ABC)

P(A)
· P(A)

P(AB)
=

P(ABC)
P(AB)

= P(C|AB).

【题目 3】 设 P(A) > 0，推导乘法公式

P(B1 · · · Bn|A) = P(B1|A)P(B2|B1 A) · · ·P(Bn|B1 · · · Bn−1 A).

Proof. n = 1 n = k − 1

P(B1 · · · Bk|A) = P(B1 · · · (Bk−1Bk)|A) = P(B1|A)P(B2|B1 A) · · ·P(BkBk−1|B1 · · · Bk−2 A)

P(BkBk−1|B1 · · · Bk−2 A) =
P(B1 · · · Bk A)

P(B1 · · · Bk−2 A)
=

P(B1 · · · Bk A)

P(B1 · · · Bk−1 A)
· P(B1 · · · Bk−1 A)

P(B1 · · · Bk−2 A)

= P(Bk−1|B1 · · · Bk−2 A) · P(Bk|B1 · · · Bk−1 A).

【题目 4】 设 {Xi}是来自 X的独立随机变量，EX = µ, Var(X) = σ2 < ∞。对于 N ∈ Z≥0，计算

E

(
N

∑
i=1

Xi

)
, Var

(
N

∑
i=1

Xi

)
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Solution. {Xi}

E

(
N

∑
i=1

Xi

)
=

N

∑
i=1

EXi = Nµ.

Var

(
N

∑
i=1

Xi

)
=

N

∑
i=1

VarXi = Nσ2.

【题目 5】 设 X是非负随机变量，{Xi}n
i=1 是来自总体 X的样本，k ≤ n

1. 计算 E(X1 + · · ·+ Xk|X1 + · · · Xn = t).

2. 若 U在 [0, t]上均匀分布，且与 X1, X2 独立，计算

P(U < X1|X1 + X2 = t).

Solution.

1.

E(X1 + · · ·+ Xk|X1 + · · · Xn = t) =
k

∑
j=1

E(Xj|X1 + · · · Xn = t)

{Xi}

E(X1 + · · ·+ Xk|X1 + · · · Xn = t) = kE(X1|X1 + · · · Xn = t)

k = n

nE(X1|X1 + · · · Xn = t) = E(X1 + · · ·+ Xn|X1 + · · · Xn = t) = t

E(X1 + · · ·+ Xk|X1 + · · · Xn = t) = kE(X1|X1 + · · · Xn = t) = k · t
n
=

kt
n

.

2. X F(x) Borel µF

dµF = dF,

P(X ≤ s) =
ˆ

Ω
1X≤s(ω)dP(ω) =

ˆ s

0
dF(x).

U G

dG(u) =
1
t
· 1(0,t)(u)du.

P(U ≤ X1, X1 + X2 = t) =
ˆ t

0

ˆ t

0
1(x1+x2=t)(x1, x2) ·

(ˆ x1

0
dG(u)

)
dF(x1)dF(x2)

=

ˆ t

0

ˆ t

0
1(x1+x2=t)(x1, x2) ·

x1

t
dF(x1)dF(x2)

s ≤ t

P(X1 ≤ s|X1 + X2 = t) =
P(X1 ≤ s, X1 + X2 = t)

P(X1 + X2 = t)

=
1

P(X1 + X2 = t)

ˆ s

0

(ˆ t

0
1(x1+x2=t)(x1, x2)dF(x2)

)
dF(x1)
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E(X1|X1 + X2 = t) =
ˆ t

0
x1 dP(X1 ≤ s|X1 + X2 = t) =

ˆ t

0

ˆ t

0
1(x1+x2=t)(x1, x2) · x1 dF(x1)dF(x2)

P(X1 + X2 = t)

P(U ≤ X1|X1 + X2 = t) =
1
t
· E(X1|X1 + X2 = t) =

1
t
· t

2
=

1
2

1A(x) A

【题目 6】 设 {N(t)}是强度为 λ的 Poisson过程，0 ≤ s < t，验证在条件 N(t) = n的条件下，N(s)服从二项

分布 B(n, s/t).

Proof.

P(N(s) = k|N(t) = n) =
P(N(s) = k, N(t) = n)

P(N(t) = n)
=

P(N(s)− N(0) = k, N(t)− N(s) = n − k)
P(N(t) = n)

=
P(N(s) = k) · P(N(t)− N(s) = n − k)

P(N(t) = n)
=

(λs)k

k!
e−λs · (λ(t − s))n−k

(n − k)!
e−λ(t−s)

(λt)n

n!
e−λt

=

(
n
k

)( s
t

)k
·
(

1 − s
t

)n−k
.

【题目 7】 对于 Poisson过程 {N(t)}，计算

E(N(t)N(t + s)), E(N(t + s)|N(t)).

Solution.
E(N(t)N(t + s)) = E ((N(t)− N(0))(N(t + s)− N(t))) + E(N(t)2)

= EN(t) · E(N(t + s)− N(t)) + VarN(t) + (EN(t))2

= λt · λs + λt + (λt)2

= λ2t(s + t) + λt.

E(N(t + s)|N(t) = k) = E((N(t + s)− N(t))|N(t) = k) + E(N(t)|N(t) = k)

= E(N(t + s)− N(t)) + k = λs + k.

E(N(t + s)|N(t)) = λs + N(t).

【题目 8】 某高速路上的超速汽车流形成平均每小时 3辆的 Poisson过程，用 T 表示检测雷达记录 n辆超速汽

车所用时间，计算

P(T > t).

Solution.

P(T > t) = P(N(t) ≤ n) =
n

∑
k=0

3ktk

k!
e−3t.
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