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1 一只蝴蛛在座钟的 12个数字上做随机游动，每次以概率 p顺时针走一步，以概率 q逆时针走一步，

用 Xn 表示 n时蜘蛛的位置.

1. 说明 {Xn}是马氏链，写出转移概率，计算平稳不变分布；

2. 给出 {Xn}存在可逆分布的条件，求可逆分布.

Solution.

1.
P(Xn+1 = i|Xn = j, Xn−1 = in−1, · · · , X0 = i0)

=P(Xn+1 − Xn = i − j|Xn = j, Xn−1 = in−1, · · · , X0 = i0)

=P(Xn+1 − Xn = i − j|Xn = j)

=P(Xn+1 = i|Xn = j).

{Xn}

pi j =

p, i − j ≡ −1(mod 12)

q, i − j ≡ −1(mod 12)

P =



0 p · · · 0 q

q p · · ·
q p · · ·

...
...
...
...

...
...

p 0 q 0


.

π = (π1, · · · , π12)

π = πP,
∑

1≤i≤12

πi = 1.

π =
(

1
12

1
12 · · · 1

12

)
2. {Xn}

πi pi j = π j p ji ⇐⇒ p = q ⇐⇒ p = q =
1
2
.

π =
(

1
12

1
12 · · · 1

12

)
.

□
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2 对于分支过程计算灭绝概率 ρ0。其中

p0 = 0.2, p1 = 0.3, p2 = 0.5.

Solution.
F(ρ) =

∑
k≥0

pkρ
k = 0.2 + 0.3ρ + 0.5ρ2.

F′(1) = 0.3 + 2 × 0.5 > 1

ρ = F(ρ) (0, 1) ρ0

5ρ2
0 − 7ρ0 + 2 = 0.

ρ0 = 2/5 □

3 设 ξ ∈ B(2, p)，分支过程中每个粒子分裂成后代数是来自 ξ的随机变量。当 X0 = 1时，计算

1. 群体灭绝的概率

2. 群体在第二代灭绝的概率

3. 若 X0 ∼ P(µ), p > 0.5，计算群体最终灭绝的概率。

Solution.

1. q = 1 − p ρ0 X0 = 1

F(ρ) = q2 + 2pqρ + p2ρ2.

F′(1) = 2pq + 2p2 = 2p.

p ≤ 1/2 ρ0 = 1. p > 1/2 ρ0 F(ρ) = ρ (0, 1) ρ0 = q2/p2.

2.

P( 2 |X0 = 1) =
2∑

k=1

P( 2 |X1 = k) · P(X1 = k|X0 = 1)

=

2∑
k=1

P( 2 |X1 = 1)k · P(X1 = k|X0 = 1)

= q2 · 2pq + q4 · p2

= pq3(2 + pq).

3.
P( ) =

∑
k≥0

P( |X0 = k) · P(X0 = k)

=
∑
k≥0

P( |X0 = 1)k · P(X0 = k)

=
∑
k≥0

ρk
0 ·
µk

k!
e−µ

= exp (−µ + ρ0µ)

= exp
(
−µ

(
1 − q2

p2

))
.
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□

4 一个 t时刻存活的生物在 (t, t + h]内寿终的概率是 λh + o(h)，计算这个生物寿命的生存函数。

Solution. Y g(t) = P(Y > t)

P (t < Y ≤ t + h|Y > t) =
P(t < Y ≤ t + h)
P(Y > t)

=
g(t) − g(t + h)

g(t)
= λh + o(h).

g(t) − g(t + h)
h

= g(t) (λ + o(1)) .

h→ 0+

−g′(t) = λg(t), g(0) = 1.

g(t) = exp(−λt).

P(Y ≤ t) = 1 − g(t) = 1 − exp (−λt) .

□

5 t 时刻有 m个独立存活的生物，每个生物在长为 h的时间内寿终的概率是 λh + o(h)。从 t 时刻开始，

用 Tm 表示最早寿终的生物的寿终时间，求 Tm 的分布。

Solution. i Yi (1 ≤ i ≤ m)

P(Tm ≥ t) = P(Yi ≥ t ∀ i = 1, 2, · · ·m) =
m∏

i=1

P(Yi ≥ t) = exp (−mλt) .

Tm ∼ E(mλ). □

6 短信按照强度为 λ的 Poisson流到达一部手机。每个短信是公事的概率为 p，是私事的概率是 q = 1− p。

引入

X(t) =

0, (0, t]中最后一个短信是公事

1, (0, t]中最后一个短信是私事

说明 {X(t)}是马氏链，写出转移速率矩阵和嵌入链的转移概率矩阵。

Solution. {N(t)}, {M(t)} (0, t] N(t),M(t) λp, λq

Poisson Poisson {X(t)} h→ 0+

p00(h) = P(X(t + h) = 0|X(t) = 0) = P(M(h) = 0) = 1 − λqh + o(h)

p01(h) = P (X(t + h) = 1|X(t) = 0) = P(M(h) = 1) = λqh + o(h)

p10(h) = P(X(t + h) = 0|X(t) = 1) = P(N(h) = 1) = λph + o(h)

p11(h) = P(X(t + h) = 1|X(t) = 1) = P(N(h) = 0) = 1 − λph + o(h).

pi j 0

Q =

−λq λq

λp −λp

 .

K =

 0 λq/λq

λp/λp 0

 =
0 1

1 0


□
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7 人群中有若干人带菌. 在任何长为 h的时间内群体中恰有两个人相遇的概率是 λh+ o(h)，有更多人次

相遇的概率为 o(h). 相遇时以概率 p发生传染，被传染者将永远带菌. 用 X(t)表示 t时带菌的人数，回答以下问

题：

1. {X(t)}是马氏链吗?

2. 如果是马氏链，请写出转移速率矩阵 Q

3. 从 t时刻开始，新传染上 n个人平均需要多少时间

Solution.

1. {X(t)}

2. m h λh + o(h) o(h)

1 − λh + o(h)

h pi j(h) p00 = 1, p0, j = 0 ( j ≥ 1) 1 ≤ i < m

pii = 1 − λh + (1 − p)λh + o(h), pi,i+1 = pλh + o(h), p1 j = o(h) (otherwise)

pmm

Q =



0 · · · 0 0

−pλ pλ · · · 0 0

−pλ pλ · · · 0 0
...

...
...

...
...

...

0 0 0 0 · · · −λp λp

0 0 0 0 · · · 0 0


3. Ti qi = |qii| n

E

 n∑
i=1

Ti

 = n
λp
.

□

8 线性生灭过程的嵌入链是离散时间分支过程，且

p0 = k10 = µ/(λ + µ), p2 = k12 = λ/(λ + µ).

计算 ρ0 = P(群体灭绝|X0 = 1)。

Solution.

F(ρ) =
∑
k≥0

pkρ
k =
µ + λρ2

λ + µ

F′(1) =
2λ
λ + µ

=
2

1 + µ/λ
.

µ ≥ λ F′(1) ≤ 1 ρ0 = 1 µ < λ F′(1) > 1 ρ = F(ρ) (0, 1) ρ0 ρ0

ρ2 − λ + µ
λ
· ρ + µ = 0.

ρ0 = µ/λ. □
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