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Chapter 1

引论

1.1 解的存在唯一性

讨论初值问题
dy
dx = f(x, y), y(x0) = y0 (1.1)

解的存在唯一性.
【定义 1.1】 设 f(x, y) 在矩形区域

R = {(x, y) : |x− x0| ⩽ a, |y − y0| ⩽ b}

连续，如果存在 L > 0，使得 ∀ (x, y1), (x, y2) ∈ R 都有

|f(x, y1)− f(x, y2)| ⩽ L|y1 − y2|

则称 f(x, y) 在 R 上关于 y 满足Lipschiz 条件，L 称为Lipschiz 常数.
【定理 1.2】 若 f(x, y) 在 R 上连续，且关于 y 满足 Lipschiz 条件，则初值问题 (1.1) 在

区间 |x− x0| ⩽ h 上存在唯一的解，其中

h = min
(
a,

b

M

)
, M = max

(x,y)∈R
|f(x, y)|

证明. [x0, x0 + h] [x0 − h, x0] .
1. (1.1)

y(x) = y0 +

ˆ x

x0

f(s, y(s)) ds

2. . φ0(x) = y0

φ1(x) = y0 +

ˆ x

x0

f(s, φ0(s)) ds



1.1. 解的存在唯一性

φ1(x) φ1(x) = φ0(x) φ0(x) . φ1(x)

φ2(x) = y0 +

ˆ x

x0

f(s, φ1(s)) ds

φn(x) = y0 +

ˆ x

x0

f(s, φn−1(s)) ds

3. .
n x ∈ [x0, x0 + h] φn(x)

|φn(x)− y0| ⩽ b (1.2)

φ0(x) [x0, x0 + h] (1.2). φn(x) [x0, x0 + h]

(1.2) φn+1(x) [x0, x0 + h]

|φn+1(x)− y0| ⩽
ˆ x

x0

|f(s, φn(s))| ds ⩽M(x− x0) ⩽Mh ⩽ b

.
{φn(x)} [x0, x0 + h] .

φ0(x) +
∞∑
n=1

(φn(x)− φn−1(x)), x0 ⩽ x ⩽ x0 + h (1.3)

n+ 1

Sn(x) = φ0(x) +
n∑

k=1

(φk(x)− φk−1(x)) = φn(x)

|φ1(x)− φ0(x)| ⩽
ˆ x

x0

|f(s, y0)| ds ⩽M(x− x0)

|φ2(x)− φ1(x)| ⩽
ˆ x

x0

|f(s, φ1(x))− f(s, φ0(x))| ds ⩽ L

ˆ x

x0

|φ1(s)− φ0(s)| ds

⩽ LM

ˆ x

x0

(s− x0) ds = ML

2!
(x− x0)

2

n ∈ Z>0

|φn(x)− φn−1(x)| ⩽
MLn−1

n!
(x− x0)

n ⩽ MLn−1hk

n!
, x0 ⩽ x ⩽ x0 + h

∞∑
n=1

MLn−1h
n

n!
Weierstrass (1.3) x0, x0 + h

.
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1.1. 解的存在唯一性

4. (1.1) . {φn(x)} [x0, x0 + h]

lim
n→∞

φn(x) = φ(x), x0 ⩽ x ⩽ x0 + h

φn(x) φ(x) [x0, x0 + h] .
Lipschitz

|f(x, φn(x))− f(x, φ(x))| ⩽ L|φn(x)− φ(x)|

{φn(x)} [x0, x0 + h] {fn(x)}(fn(x) = f(x, φn(x)))

[x0, x0 + h] f(x, φ(x))

lim
n→∞

φn(x) = y0 + lim
n→∞

ˆ x

x0

f(s, φn(s)) ds = y0 +

ˆ x

x0

lim
n→∞

f(s, φn(s)) ds

φ(x) = y0 +

ˆ x

x0

f(s, φ(s)) ds

φ(x) .
5. . ψ(x) (1.1) g(x) = |ψ(x)−φ(x)| g(x)

[x0, x0 + h] . Lipschitz

g(x) ⩽
ˆ x

x0

|f(s, ψ(s))− f(s, φ(s))| ds ⩽ L

ˆ x

x0

|ψ(s)− φ(s)| ds = L

ˆ x

x0

g(s) ds

u(x) = L

ˆ x

x0

g(s) ds u(x) [x0, x0 + h] u(x0) =

0, 0 ⩽ g(x) ⩽ u(x), u′(x) = Lg(x).

u′(x) = Lg(x) ⩽ Lu(x), (u′(x)− Lu(x))e−Lx ⩽ 0

u(x)e−Lx ⩽ u(x0)e
−Lx0 = 0

g(x) ⩽ u(x) ⩽ 0 g(x) ≡ 0. .
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Chapter 2

一阶微分方程

2.1 线性方程

【定义 2.1】 线性齐次方程形如

y′ + p(x)y = 0.

【命题 2.2】 线性齐次方程
y′ + p(x)y = 0

的通解为

y = Cexp
(
−
ˆ
p(x) dx

)
.

证明.

y′ + p(x)y = 0 =⇒ dy
dx = −p(x)y =⇒ d log y

dx = −p(x)

=⇒ log y = −
ˆ
p(x) dx =⇒ y = Cexp

(
−
ˆ
p(x) dx

)

【定义 2.3】 线性非齐次方程形如

y′ + p(x)y = q(x).

【命题 2.4】 线性非齐次方程

y′ + p(x)y = q(x)

的通解为

y = exp
(
−
ˆ
p(x) dx

)(
C +

ˆ
q(x)exp

(ˆ
p(x) dx

)
dx
)
.



2.1. 线性方程

证明.

y′ = p(x)y = q(x)

d
dx (µ(x)y) = h(x).

d
dx(µ(x)y) = µ(x)y′ + µ′(x)y

µ′(x)

µ(x)
= p(x) =⇒ µ(x) = exp

(ˆ
p(x) dx

)
.

y′ + p(x)y = q(x) =⇒ (y′ + p(x)) exp
(ˆ

p(x) dx
)

= q(x)exp
(ˆ

p(x) dx
)

=⇒
(
y · exp

(ˆ
p(x) dx

))′

= q(x)exp
(ˆ

p(x) dx
)

=⇒ y = exp
(
−
ˆ
p(x) dx

)(
C +

ˆ
q(x)exp

(ˆ
p(x) dx

)
dx
)

【例题 2.5】 解微分方程

dy
dx + y cosx =

1

2
sin 2x.

解. 注意到

exp
(ˆ

cosx dx
)

= esinx

因此方程两侧同时乘 esinx 有

d
dx
(
yesinx

)
=

1

2
sin 2xesinx = sinx cosxesinx

故

yesinx =

ˆ
sinx cosxesinx dx =

ˆ
sinx d

(
esinx

)
= sinxesinx − esinx + C.

【定义 2.6】(Berlnoulli 方程) 形如

y′ + p(x)y = q(x)yα

其可化为一阶非齐次线性微分方程. 具体来说，对方程两遍同时乘 y−α 有

y−α dy
dx + p(x)y1−α = q(x) =⇒ dy1−α

dx + (1− α)p(x)y1−α = (1− α)q(x).
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2.2. 变量可分离方程

【例题 2.7】 求解微分方程
dy
dx =

y

2x
+

x

2y
.

解. 注意到
dy
dx =

1

2x
y +

x

2
· y−1

是一个 Berlnoulli 方程，因此两侧同时乘 y 有

d
dx
(
y2
)
=

1

x
y2 + x

因此利用积分因子有
d
dx

(
y2

x

)
= 1 =⇒ y2 = x2 + Cx.

2.2 变量可分离方程

【定义 2.8】 变量可分离方程形如

y′ = f(x)g(x).

【命题 2.9】 变量可分离方程
y′ = f(x)g(y)

的解为 ˆ dy
g(y)

=

ˆ
f(x) dx+ C.

证明.

y′ = f(x)g(y) =⇒ dy
g(y)

= f(x) dx

=⇒
ˆ dy
g(y)

=

ˆ
f(x) dx+ C

【定义 2.10】(齐次方程) 齐次方程形如

dy
dx = F

(y
x

)
其可以化为变量可分离方程. 事实上由于

dy
dx =

d
dx

(y
x
· x
)
= x

d
dx

(y
x

)
+
y

x
· dx

dx = x
d
dx

(y
x

)
+
y

x

因此有
d
dx

(y
x

)
=

1

x

(
F
(y
x

)
− y

x

)
.
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2.3. 全微分方程

【例题 2.11】 求解微分方程

dy
dx =

x+ y − 1

x− y + 3
.

解. 令
x+ y − 1 = x− y + 3 = 0

解得

x = −1, y = 2

因此考虑变量替换

x = u− 1, y = v + 2.

那么
dv
du =

u+ v

u− v

是一个齐次方程，从而

d
du

(v
u
· u
)
= u

d
du

(v
u

)
+
v

u
=

1 + v/u

1− v/u
.

从而
d(v/u)

1 + v/u

1− v/u
− v

u

=
du
u

两边积分即得。

2.3 全微分方程

【定义 2.12】 设 u = F (x, y) 是一个连续可微的二元函数，则其全微分为

du = dF (x.y) = ∂F (x, y)

∂x
dx+ ∂F (x, y)

∂y
dy.

故类似的若有函数 F (x, y) 使得

dF (x, y) =M(x, y) dx+N(x, y) dy

则称

M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0

是全微分方程. 并且容易看出该微分方程的通解就是 F (x, y) = C.
【定理 2.13】(全微分方程的判定条件) 设微分方程为

M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0

7



2.3. 全微分方程

其中函数 M(x, y), N(x, y) 在一个矩形区域 R 中连续且有连续的一阶偏导数，则该微分方程

是全微分方程的充要条件是

∂M(x, y)

∂y
=
∂N(x, y)

∂x
或者

∣∣∣∣∣∣
∂

∂x

∂

∂y
M(x, y) N(x, y)

∣∣∣∣∣∣ = 0.

证明. .
M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0

F (x, y)

dF (x, y) = ∂F (x, y)

∂x
dx+ ∂F (x, y)

∂y
dy =M(x, y) dx+N(x, y) dy

M(x, y) =
∂F (x, y)

∂x
, N(x, y) =

∂F (x, y)

∂y

∂2F (x, y)

∂y∂x
=
∂M(x, y)

∂y
,

∂2F (x, y)

∂x∂y
=
∂N(x, y)

∂x

∂2F (x, y)

∂y∂x

∂2F (x, y)

∂x∂y

∂2F (x, y)

∂y∂x
=
∂2F (x, y)

∂x∂y
=⇒ ∂M(x, y)

∂y
=
∂N(x, y)

∂x

【定义 2.14】 对于微分方程

M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0

而言，若存在函数 µ(x, y)，使得方程

µ(x, y)M(x, y) dx+ µ(x, y)N(x, y) dy = 0

是全微分方程，则称 µ(x, y) 是一个积分因子.
【定理 2.15】 微分方程

M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0

存在一个仅依赖于 x 的积分因子的充要条件是

∂M(x, y)

∂y
− ∂N(x, y)

∂x

N(x, y)

仅与 x 有关.
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2.3. 全微分方程

证明. µ(x)

∂(µM)

∂y
− ∂(µN)

∂x
= µ

∂M

∂y
− µ

∂N

∂x
−N

dµ
dx = 0

logµ
dx =

∂M(x, y)

∂y
− ∂N(x, y)

∂x

N(x, y)

.
【例题 2.16】 求解微分方程

1. 2x(yex
2 − 1) dx+ ex

2 dy = 0;

2. (x cos(x+ y) + sin(x+ y)) dx+ x cos(x+ y) dy = 0;

3. x(4y dx+ 2x dy) + y3(3y dx+ 5x dy) = 0;

4. (y cosx− x sinx) dx+ (y sinx+ x cosx) dy = 0.

解.

1.
y dex2

+ ex
2 dy − dx2 = d

(
yex

2 − x2
)
= 0 =⇒ yex

2 − x2 = C.

2.
x d (sin(x+ y)) + sin(x+ y) dx = 0 =⇒ x sin(x+ y) = C.

3. x2y

4y2x3 dx+ 2x3y dy + 3y5x2 dx+ 5x3y4 dy = y2 dx4 + x4 dy2 + y5 dx3 + x3 dy5

= d
(
x4y2 + x3y5

)
= 0

x4y2 + x3y5 = C.

4.
∂M

∂y
− ∂N

∂x
= cosx− (y cosx+ cosx− x sinx) = −M

y µ(y)

∂(µM)

∂y
− ∂(µN)

∂N
=M

dµ
dy + µ

∂M

∂y
− µ

∂N

∂x
= 0 =⇒ d logµ

dy = −

∂M

∂y
− ∂N

∂y

M

µ(y) = ey.
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2.4. 变量替换

2.4 变量替换

【定义 2.17】(Riccati 方程) 形如

dy
dx = p(x)y2 + q(x)y + f(x)

的方程称为Riccati 方程.
【命题 2.18】 1. 当 p(x), q(x), f(x) 都是常数时，Riccati 方程是变量可分离方程；

2. 当 p(x) = 0，Riccati 方程是线性方程

3. 当 f(x) = 0 时，Riccati 方程时 Bernoulli 方程

4. 当 Riccati 方程的形式为
dy
dx + ay2 =

ℓ

x
y +

b

x2
.

可令 z = xy，将上述方程可化为变量可分离方程.
证明. Riccati

dy
dx + ay2 =

ℓ

x
y +

b

x2

dy
dx =

d
dx

(
(xy) · 1

x

)
=

1

x
· d(xy)

dx − y

x

x
d(xy)

dx + a(xy)2 = (ℓ+ 1)xy + b

.

2.5 一阶隐式微分方程

2.5.1 可求出 x 或 y 的方程

【例题 2.19】 求解方程

y = (y′)
2 − xy′ +

x2

2
.

解. y′ = p

y = p2 − xp+
x2

2
(2.1)

x

p = 2pp′ − xp′ − p+ x =⇒
(

dp
dx − 1

)
(2p− x) = 0

p (2.1)

dp
dx − 1 = 0 =⇒ p = x+ C =⇒ y =

x2

2
+ Cx+ C2
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2.5. 一阶隐式微分方程

2p− x = 0 =⇒ y =
x2

4
.

【定义 2.20】(Clairaut 方程)

y = xy′ + φ(y′).

其中 φ(x) 二阶可微且 φ′′(x) ̸= 0.
证明. y′ = p

y = xp+ φ(p) (2.2)

x

p = p+ xp′ + φ′(p)p′ =⇒ (x+ φ′(p))
dp
dx = 0

dp
dx = 0 =⇒ p = C =⇒ y = Cx+ φ(C)

x+ φ′(p) = 0 =⇒ y = −φ′(p) + φ(p).

2.5.2 不显含 x 或 y 的方程与参数法

【例题 2.21】 解微分方程

x
√
1 + (y′)2 = y′.

解. y′ = tan t

x sec t = tan t =⇒ x = sin t

dy = tan t dx = tan t d (sin t) = sin t dt =⇒ y = − cos t+ C
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Chapter 3

二阶以及高阶微分方程

3.1 可降阶的高阶方程

【例题 3.1】 求解微分方程
xx′′ = (x′)

2
.

解. 利用变量替换

x′′ =
dx′
dt =

dx′
dx

dx
dt =

dx′
dx x

′

故

xx′′ =
dx′
dx x

′x = (x′)
2

=⇒ x′
(

dx′
dx x− x′

)
= 0.

因此

x′ = 0 =⇒ x = C

或者
dx′
dx x− x′ = 0 =⇒ x′ = C1x =⇒ x = C2e

C1x.

【定理 3.2】(Liouville 公式) 设 x1(t), · · · xn(t) 是方程

dnx

dtn + a1(t)
dn−1x

dtn−1
+ · · ·+ an−1(t)

dx
dt + an(t)x = 0

的任意 n 个解，W (t) 是其的 Wronskian 行列式，则

W (t) = W (t0)exp
(
−
ˆ t

t0

a1(s) ds
)
, ∀ t0 ∈ (a, b).

证明. x1(t), · · · , xn(t) Wronskian

W (t) =

∣∣∣∣∣∣∣
x1(t) · · · xn(t)

... . . . ...
x
(n−1)
1 (t) · · · x

(n−1)
n (t)

∣∣∣∣∣∣∣



3.2. 线性齐次常系数方程

W ′(t) =
n∑

j=1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1(t) · · · xn(t)
... . . . ...

x
(j)
1 (t) · · · x

(j)
n (t)

... . . . ...
x
(n−1)
1 (t) · · · x

(n−1)
n (t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
x1(t) · · · xn(t)

... . . . ...
x
(n)
1 (t) · · · x

(n)
n (t)

∣∣∣∣∣∣∣
∀ j : 1 ≤ j ≤ n

dnx

dtn + a1(t)
dn−1x

dtn−1
+ · · ·+ an−1(t)

dx
dt + an(t)x = 0

W ′(t) =

∣∣∣∣∣∣∣
x1(t) · · · xn(t)

... . . . ...
−a1(t)x(n−1)

1 (t) · · · −a1(t)x(n−1)
n (t)

∣∣∣∣∣∣∣ = −a1(t)W (t)

W (t) = W (t0)exp
(
−
ˆ t

t0

a1(s) ds
)
, ∀ t0 ∈ (a, b).

【推论 3.3】 已知二阶微分方程

x′′ + p(t)x′ + q(t)x = 0

的一个解为 x1(t)，则方程的通解为

x = C1x1 + C2

ˆ
1

x21
exp

(
−
ˆ
p(t) dt

)
dt.

证明. W (t0) = C x(t) x1(t) . Liouville

W ′(t) = x1x
′ − x′1x = Cexp

(
−
ˆ
p(t) dt

)
=⇒ d

dt

(
x

x1

)
=
C

x21
exp

(
−
ˆ
p(t) dt

)
=⇒ x = C1x1 + C2

ˆ
1

x21
exp

(
−
ˆ
p(t) dt

)
dt

3.2 线性齐次常系数方程

【命题 3.4】(常系数齐次线性方程)
dnx

dtn + a1
dn−1x

dtn−1
+ · · ·+ an−1

dx
dt + anx = 0.

令

F (λ) = λn + a1λ
n−1 + · · ·+ an−1λ+ an = 0.

它在复数域上有 n 个根 λ1, · · · , λn。
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3.3. 线性非齐次常系数方程

1. 若 λj 是实单特征根，则对应的解为

eλjx.

2. 若 λj = α± iβ 是复单特征根，则对应的解为

eαt cos βt eαt sin βt.

3. 若 λj 是实 k 重特征根，则对应的解为

eλj , teλj , · · · , tk−1eλj .

4. 若 λj = α± iβ 是复 k 重特征根，则对应的解为

eαt cos βt, teαt cos βt, · · · tk−1eαt cos βt

eαt sin βt, teαt sin βt, · · · tk−1eαt sin βt

【命题 3.5】(Euler 方程)

tn
dnx

dtn + a1t
n−1 dn−1x

dtn−1
+ · · ·+ an−1t

dx
dt + anx = 0.

作变量替换 t = eu 则可以将其化为常系数线性方程。

【例题 3.6】 解微分方程
t2

d2x

dt2 − t
dx
dt + x = 0.

解. 作变量替换 t = eu，那么

u = log |t|.
从而

dx
dt =

dx
du

du
dt =

1

t
· dx

du
d2x

dt2 =
d
dt

(
dx
dt

)
=

d
dt

(
1

t
· dx

du

)
=

1

t

d
dt

(
dx
du

)
+

dx
du · d

dt

(
1

t

)
=

1

t

d
du

(
dx
du

)
du
dt −

1

t2
dx
du =

1

t2

(
d2x

du2 − dx
du

)
.

从而原方程可以化为
d2x

du2 − 2
dx
du + x = 0

特征根为

λ1 + λ2 = 1.

故解为

x = (C1 + C2u)e
u = (C1 + C2 log |t|)t.

3.3 线性非齐次常系数方程

【命题 3.7】
dnx

dtn + a1
dn−1x

dtn−1
+ · · ·+ an−1

dx
dt + anx = 0 = f(t).

14



Chapter 4

微分方程组

4.1 矩阵指数函数

【定义 4.1】(矩阵指数函数) 设 A 是 n× n 的常数矩阵，定义矩阵指数 exp (A) 为

exp (A) =
∞∑
n=0

1

n!
An.

进一步定义矩阵指数函数 exp (At) 为

exp (At) =
∞∑
n=0

1

n!
(At)n .

【注 4.2】 由于 ∀ k ∈ Z 有 ∥∥∥∥An

n!

∥∥∥∥ ≤ ∥A∥n

n!

而数项级数
∞∑
n=0

∥A∥n

n!

收敛，因此 exp (A) 也收敛. 同理，exp (At) 在任意有界闭区间上是一致收敛的.
【命题 4.3】 若矩阵 A 和 B 可交换，那么

exp (A+B) = exp (A) exp (B) .

证明. AB = BA

exp (A+B) = E + (A+B) +
1

2!

(
A2 + 2AB +B2

)
+ · · ·

exp (A) exp (B) =

(
E +A+

1

2!
A+ · · ·

)(
E +B +

1

2!
B + · · ·

)
= E + (A+B) +

1

2!

(
A2 + 2AB +B2

)
+ · · · = exp (A+B)



4.1. 矩阵指数函数

【命题 4.4】 对任意的矩阵 A，(exp (A))−1 存在且

(exp (A))−1 = exp (−A) .

证明. A −A

exp (A) exp (−A) = exp (A−A) = exp (O) = E

(exp (A))−1 = exp (−A).
【命题 4.5】 若 T 可逆，则

exp
(
T−1AT

)
= T−1exp (A)T .

证明. .
【定理 4.6】 矩阵

Φ(t) = exp (At)

是方程组

x′ = Ax

的一个基解矩阵且 Φ(0) = E.
证明. t = 0

exp (A · 0) = E +
∞∑
n=1

(A · 0)n

n!
= E

Φ(0) = E.

(exp (At))′ =
∞∑
n=1

Antn−1

(n− 1)!
= A ·

∞∑
n=0

Antn

n!
= Aexp (At)

Φ(t) det Φ(0) = 1 ̸= 0 exp (At)

.
【命题 4.7】 由于对任意一个 n× n 矩阵 A，存在可逆矩阵 P 使得

P−1AP = J .

其中 J 是 A 的 Jordan 标准型。
以 3 阶矩阵为例。

1. 若 A 可对角化，那么其 Jordan 标准型为

J =

λ1 λ2

λ3

 .
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4.1. 矩阵指数函数

2. 若其不可对角化，那么必然存在一个特征值，使得其几何重数小于代数重数。

(a) 若有一个二重特征值 λ，另一个特征值为 µ。且属于特征值 λ 的特征空间

Vλ = {α ∈ Rn : Aα = λα}

的维数为 1，那么其 Jordan 标准型为

J =

λ 1

λ

µ


(b) 若有三重特征值 λ，且属于特征值 λ 的特征空间

Vλ = {α ∈ Rn : Aα = λα}

的维数为 1，那么其 Jordan 标准型为

J =

λ 1

λ 1

λ


(c) 若有三重特征值 λ，且属于特征值 λ 的特征空间

Vλ = {α ∈ Rn : Aα = λα}

的维数为 2，那么其 Jordan 标准型为

J =

λ 1

λ

λ


由于

x′ = Ax

的解是 exp (At) 因此现在来看如何得到 exp (At)。

1. 若其 Jordan 标准型为

J =

λ1 λ2

λ3

 .

那么

exp (At) = P−1

(
∞∑
k=0

1

k!
(Jt)k

)
P = P−1

eλ1t

eλ2t

eλ3t

P .

17



4.2. 微分方程组的解法

2. 若其不可对角化，不妨设其 Jordan 标准型为

J =

λ 1

λ

µ

 =

(
J1

µ

)

这是一个分块对角矩阵，因此先看 J1。注意到

J1 = λI +H

其中

H =

(
0 1

0 0

)
是一个幂零矩阵，即

H2 = O.

从而

exp (J1t) = exp (λIt+Ht) = exp (λIt) · exp (Ht) = eλt · exp (H)

= eλt ·
(
I + tH +

1

2!
(tH)2 + · · ·

)
= eλt ·

(
1 t

1

)
=

(
eλt teλt

eλt

)
从而

exp (Jt) =

(
exp (Jt1)

eµt

)
进而

exp (At) = P−1exp (Jt)P .

4.2 微分方程组的解法

【例题 4.8】(消元法) 求解微分方程组
dy1
dx = 3y1 − 2y2,

dy2
dx = 2y1 − y2.

解. 由第二个方程知

y1 =
1

2

(
dy2
dx + y2

)
两侧求导得

dy1
dx =

1

2

(
d2y2
dx2 +

dy2
dx

)
.

将第一个方程代入得
d2y2
dx2 − 2

dy2
dx + y2 = 0

18



4.2. 微分方程组的解法

解得

y2 = (C1 + C2x)e
x.

从而

y1 =
1

2

(
dy2
dx + y2

)
=

1

2
(2C1 + C2 + 2C2x) e

x.

【定义 4.9】(微分算子) 记

Dx =
dx
dt , Dkx =

dkx

dtk

那么定义算子多项式

L = Dn + a1Dn−1 + · · ·+ an−1D + an.

Lx = (Dn + a1Dn−1 + · · ·+ an−1D + an)x =
dnx

dtn + a1
dn−1x

dtn−1
+ · · ·+ an−1

dx
dt + anx = 0.

【例题 4.10】(算子法) 解微分方程组{
2ẋ1 − 2ẋ2 − 3x1 = t,

2ẋ1 + 2ẋ2 + 3x1 + 8x2 = 2.

解. 记

L1 = 2D − 3, L2 = −2D, L3 = 2D + 3, L4 = 2D + 8, f(t) = t, g(t) = 2.

那么原方程化为

L1x1 + L2x2 = t, L3x1 + L4x2 = 2.

从而给两式分别作用 L3 和 L1 有

L1L3x1 + L2L3x2 = L3t = 3t+ 2

L1L3x1 + L1L4x2 = L1(2) = −6

两式相减得

(L2L3 − L1L4)x
2 = 3t+ 2 + 6

即

x′′2 + 2x′2 − 3x2 = −1− 3

8
t

解得

x2 = C1e
t + C2e

−3t +
t

8
+

5

12
.

2x′1 − 3x1 = t+
1

4
+ 2C1e

t − 6C2e
−2t.

解得

x1 = − t

3
− 11

36
− 2C1e

t +
2

3
C2e

−3t + C3e
3t/2

将其带入第二个方程中有 C3 = 0.
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4.2. 微分方程组的解法

【命题 4.11】(线性变换法) 设

x′ = Ax+ f(t).

由于 A 有 Jordan 标准型 J，即存在可逆矩阵 P 使得

P−1AP = J

因此令

y = Px

那么

y′ = Jy + Pf(t)

若 J 是一个对角矩阵，那么每个方程都形如

y′i = λiyi + fi(t).

是一个一阶线性微分方程。
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Chapter 5

非线性微分方程组

5.1 基本概念

【定义 5.1】 系统
dx
dt = F (t,x) (5.1)

的常数解 x = x∗ 称为系统的奇点. 常数解 x∗ 满足

F (t,x∗) = 0.

若系统 (5.1) 的某个解 x = x(t) 满足

x(t+ T ) = x(t), ∀ t ∈ R

其中 T > 0 为一个常数，则称 x(t) 为 (5.1) 的一个周期解.
【定义 5.2】 设 (5.1) 右端函数 F (t,x) 对于 x ∈ G ⊆ Rn 和 t ∈ R 连续，关于 x 满足

Lipschiz 条件且 (5.1) 有一个解 x = Φ(t) 定义于 t0 ⩽ t < +∞ 以及 Φ(t0) = Φ0.
【定义 5.3】 若 ∀ ε > 0，存在 δ > 0 使得对于任意满足 x(t0) = x0 的解 x(t, t0,x0) 有

∥x0 −Φ0∥ < δ =⇒ ∥x(t, t0,x0)−Φ(t)∥ < ε, ∀ t ⩾ t0

则称方程 (5.1) 的解 x = Φ(t) 是Lyapunov 稳定的，简称稳定.
若 x = Φ(t) 是稳定的，且存在 δ0 > 0 善意的一切满足

∥x0 −Φ0∥ < δ0

的解 x(t, t0,x0) 都有

lim
t→∞

∥x(t, t0,x0)−Φ(t)∥ = 0

则称解 x = Φ(t) 是渐进稳定的.



5.1. 基本概念

【定义 5.4】 若 (5.1) 的解 x = Φ(t) 是渐进稳定的且存在区域 D0，使得

lim
t→+∞

∥x(t, t0,x0)−Φ(t)∥ = 0, ∀ x0 ∈ D0

则称 D0 为解 x = Φ(t) 的吸引域.
【注 5.5】 在研究 (5.1) 的某一特解 x = Φ(t) 的稳定性时，利用变换

y(t) = x(t)−Φ(t)

有
dy
dt = G(t,y)

其中

G(t, y) = F (t,y +Φ)− F (t,Φ)

显然有 G(t, 0) = 0. 即 dx
dt = F (t,x) 的特解 x = Φ(t) 对应着

dy
dt = G(t,y) 的零解 y = 0

（奇点）. 因此研究稳定性只需研究奇点的稳定性即可.
【例题 5.6】 微分方程组

dx
dt = −y, dy

dt = x

的零解是稳定的，但不是渐进稳定的.
证明. {

x = 0

y = 0

. t = t0 (x0, y0){
x = c0 cos(t− t0)− y0 sin(t− t0)

y = x0 sin(t− t0) + y0 cos(t− t0)

x2 + y2 = x20 + y20, ∀ t ∈ R

∀ ε > 0 δ = ε
√
x20 + y20 < δ√

x2 + y2 =
√
x20 + y20 < δ = ε

.
lim

t→+∞

√
x2 + y2 = 0 .

【例题 5.7】 微分方程组 {
x′ = −y − x

(
1− x2 − y2

)
y′ = x− y

(
1− x2 − y2

)
是渐进稳定的.
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5.1. 基本概念

证明. t = t0, (x0, y0).

d
dt
√
x2 + y2 =

xx′ + yy′√
x2 + y2

= −
√
x2 + y2

(
1− x2 − y2

)
∀ ε > 0 δ = min(1, ε)

1− x2 − y2 > 0 =⇒ d
dt
√
x2 + y2 < −

√
x2 + y2 < 0

√
x2 + y2 <

√
x20 + y20 < δ ⩽ ε, ∀ t > t0

.

d
dt
√
x2 + y2 < −

√
x2 + y2 =⇒

ˆ t

t0

d
(

log
√
x2 + y2

)
<

ˆ t

t0

− dt

=⇒
√
x2 + y2 <

√
x20 + y20 · e−(t−t0)

lim
t→+∞

√
x2 + y2 = 0, ∀ (x0, y0) ∈ B(0, δ)

.
【命题 5.8】 一阶微分方程

dx
dt = a(t)x

稳定的充要条件为存在 M 使得 ˆ t

0

a(s) ds ⩽M

渐进稳定的充要条件为存在 M 使得
ˆ t

0

a(s) ds ⩽M 且 lim
t→+∞

ˆ t

0

a(s) ds = −∞.

证明. x(0) = x0

x = x0exp
(ˆ t

0

a(s) ds
)

∀ ε > 0 δ > 0

|x− 0| =
∣∣∣∣x0exp

(ˆ t

0

a(s) ds
)∣∣∣∣ < ε, ∀ x0 ∈ (−δ, δ), ∀ t ⩾ 0

exp
(ˆ t

0

a(s) ds
) ˆ t

0

a(s) ds .

M ∈ R
ˆ t

0

a(s) ds ⩽M, ∀ t ∈ R
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5.2. 自治微分方程组

∀ ε > 0 δ = e−M · ε

|x− 0| =
∣∣∣∣x0exp

(ˆ t

0

a(s) ds
)∣∣∣∣ < ε, ∀ x0 ∈ (−δ, δ), ∀ t ⩾ 0

lim
t→+∞

x = x0exp
(

lim
t→∞

ˆ t

0

a(s) ds
)

= 0 ⇐⇒ lim
t→+∞

ˆ t

0

a(s) ds = −∞.

5.2 自治微分方程组

【定义 5.9】(自治微分方程组) 方程组 (5.1) 右侧的 F 与 t 无关的微分方程组，形如

dx
dt = F (x).

【注 5.10】 只对 n = 2 的情况讨论，n > 2 的情况类似. 此时方程可以写为
dx
dt = f(x, y)

dy
dt = g(x, y)

(5.2)

【命题 5.11】 设 {
x = φ(t)

y = ψ(t)

是微分方程 (5.2) 的一个解，则 {
x = φ(t+ T )

y = ψ(t+ T )
∀ t ∈ R

也是微分方程 (5.2) 的解. 即说明了从相空间的同一点出发的轨线均相同.
【命题 5.12】 设 f(x, y) 和 g(x, y) 关于 x, y 满足解的唯一性条件，则过相平面上任意一

点 (x0, y0) 系统 (5.2) 有且仅有一条轨线经过.
【命题 5.13】 ∀ t1, t2 有 {

φ(t1 + t2, x0, y0) = φ(t2, x1, y1)

ψ(t1 + t2, x0, y0) = ψ(t2, x1, y1)

其中

x1 = φ(t1, x0, y0), y1 = ψ(t1, x0, y0).

【命题 5.14】 设 x = x(t), y = y(t) 是 (5.2) 的解. 若对于某个 t0，存在 T > 0 使得

x(t0 + T ) = x(t0), y(t0 + T ) = y(t0)

则有

x(t+ T ) = x(t), y(t+ T ) = y(t), ∀ t ∈ R.

【命题 5.15】 系统 (5.2) 出发于任何非奇点的轨线不可能在有限时间到达某奇点.
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5.3. 平面线性系统的奇点及相图

5.3 平面线性系统的奇点及相图

【定义 5.16】 考虑平面线性系统

dx
dt = Ax

其中

x =

(
x

y

)
A =

(
a b

c d

)
若 detA ̸= 0，则 (0, 0) 是系统的唯一奇点，称之为初等奇点；若 detA = 0 则系统没有鼓励

奇点，而非孤立奇点充满一条线，称为高阶奇点.
分析.

T T−1AT A Jordan(
λ

µ

) (
λ

1 λ

) (
α β

−β α

)
.

x = Ty
dy
dt = T−1ATy

x = Ty .
A ∣∣∣∣∣a− λ b

c d− λ

∣∣∣∣∣ = λ2 − (a+ d)λ+ ad− bc = λ2 − tr Aλ+ detA = 0

p = −tr (A), q = detA, ∆ = p2 − 4q

λ =
−p±

√
∆

2
.

1. λ, µ (∆ > 0, q > 0)

{
x = c1e

λt

y = c2e
µt

(a) λ µ (p > 0)

t→ +∞
lim

t→+∞
x = 0, lim

t→+∞
y = 0.

dy
dx =

µ

λ
· c2
c1
e(µ−λ)t
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5.3. 平面线性系统的奇点及相图

i. µ < λ

lim
t→+∞

dy
dx = 0

x (0, 0)

ii. µ > λ

lim
t→+∞

dy
dx = +∞

y (0, 0).
.

(b) λ µ (p < 0)

1a t→ +∞ t→ −∞ .

2. λ µ (∆ > 0, q < 0)

{
x = c1e

λt

y = c2e
µt

(a) µ < 0 < λ

lim
t→+∞

x = +∞, lim
t→+∞

y = 0

(b) λ < 0 < µ

lim
t→+∞

x = 0, lim
t→+∞

y = +∞

.

3. λ µ (∆ = 0, q > 0)

(a) Jordan
dx
dt = λx,

dy
dt = λy.

(0, 0) .
(b) Jordan

dx
dt = λx,

dy
dt = x+ λy.

x(t) = c1e
λt y(t) = (c1t+ c2) e

λt

c1 = c2 = 0 (0, 0) c1 = 0, c2 ̸= 0 y . x

c1 ̸= 0 t

y = cx+
x

λ
log |x|. (5.3)

(5.3)
lim
x→0

y = 0, lim
x→0

dy
dx = lim

x→0

1

λ
+ c+

1

λ
log |x| = ∞

y (0, 0) .
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5.4. 几乎线性系统解的稳定性

4. λ µ λ = α + iβ, µ = α− iβ, β ̸= 0(∆ < 0, q > 0)

dx
dt = αx+ βy,

dy
dt = −βx+ αy.

x = r cos θ, y = sin θ
dr
dt =

d
dt
√
x2 + y2 =

1√
x2 + y2

· x dx+ y dy
dt =

1

r
· αr2 = αr

dθ
dt =

d
dt arctan

(y
x

)
=

1

x2 + y2
· x dy − y dx

dt = −β

dr
dt = αr,

dθ
dt = −β.

(a) α ̸= 0(p ̸= 0)

r = r0e
αt, θ = −βt+ θ0

r0, θ0 r0 > 0. t

r = ce−
α
β
θ

.

(b) α = 0(p = 0)

r = r0, θ = −βt+ θ0

.

5.4 几乎线性系统解的稳定性

【定义 5.17】 考虑平面自治系统

dx
dt = f(x, y),

dy
dt = g(x, y) (5.4)

不妨设 (0, 0) 是奇点，那么当 f(x, y), g(x, y) 关于 x, y 连续可微时，利用 Taylor 展开有

f(x, y) = fx(0, 0)x+ fy(0, 0) + φ(x, y)

g(x, y) = gx(0, 0)x+ gy(0, 0) + ψ(x, y)

并记 a = fx(0, 0), b = fy(0, 0), c = gx(0, 0), d = gy(0, 0)，则有
dx
dt = ax+ by + φ(x, y)

dy
dt = cx+ dy + ψ(x, y)

(5.5)
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5.4. 几乎线性系统解的稳定性

并把线性系统
dx
dt = ax+ by

dy
dt = cx+ dy (5.6)

称为系统 (5.4) 的线性近似系统.
进一步，若系统 (5.4) 的函数 φ, ψ 满足

lim
x→0
y→0

φ(x, y)√
x2 + y2

= 0 lim
x→0
y→0

ψ(x, y)√
x2 + y2

= 0

则称系统 (5.5) 在奇点 (0, 0) 邻域为几乎线性系统.
【定理 5.18】 设 O(0, 0) 时几乎线性系统 (5.5) 的初等奇点，则当 O(0, 0) 时其线性近似

系统 (5.6) 的鞍点、结点、焦点时，它也是系统 (5.5) 的鞍点、结点、焦点，并且具有相同的
稳定性.
【注 5.19】 当 (0, 0) 是中心时没有对应的结论.
【定理 5.20】 考虑 n 阶常系数线性微分方程组

dx
dt = Ax (5.7)

其中

x =


x1

x2
...
xn

 A =

a11 · · · a1n
... ...
an1 · · · ann


并设其特征根为 λ1, · · · , λn 则

1. 若 λ1, · · · , λn 均有负实部，则系统 (5.7) 的零解是渐进稳定的.

2. 若 λ1, · · · , λn 至少有一个具有正实部，则系统 (5.7) 的零解是不稳定的.

3. 若 λ1, · · · , λn 无正实部，但是有灵根或零实部的纯虚根，则当零根或者零实部根的初等
因子都是一次时，系统 (5.7) 的零解是稳定的.

【定理 5.21】(Routh-Hurwitz 判据) 对一元方程

a0λ
n + a1λ

n−1 + · · ·+ an−1λ+ an = 0, (5.8)

其中 a0 > 0. 作行列式

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a0 0 0 · · · 0

a3 a2 a1 a0 · · · 0
... ... ... ... ...

a2n−1 a2n−2 a2n−3 a2n−4 · · · an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
其中 i > n 时 ai = 0. 则式子 (5.8) 的所有根均具有负实部的充要条件是 ∆n 的所有主子式均

大于 0.
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5.5. LYAPUNOV 第二方法

【定理 5.22】 考虑非线性微分方程组

dx
dt = Ax+ F (x) (5.9)

其中

x =


x1

x2
...
xn

 A =

a11 · · · a1n
... ...
an1 · · · ann

 F (x) =

f2(x1, · · · , xn)...
fn(x1, · · · , xn)


并且满足 F (0) = 0 以及

lim
x→0

=
∥F (x)∥
∥x∥

= 0

则称式 (5.9) 也是几乎线性系统且 x = 0 是其解. 并且有

1. 若 A 的所有特征根均具有负实部, 则系统 (5.9) 的零解是渐进稳定的;

2. 若 A 的存在特征根具有正实部, 则系统 (5.9) 的零解是不稳定的;

3. 若 A 的特征根恰好有一个零实部的根或零根，则系统 (5.9) 的零解不能由线性系统确
定, 称之为临界情形.

5.5 Lyapunov 第二方法
【定义 5.23】 设 V (x) = V (x1, · · · , xn) 是定义在 ∥x∥ ⩽ H 上的单值实连续函数，并且

具有连续偏导数，V (0) = 0. 若

V (x) ⩾ 0 ∀ x ∈ B(0, H)

则称函数 V (x) 是常正的；若

V (x) > 0, ∀ x ̸= 0

则称 V (x) 为正定的.
【命题 5.24】 若 V (x, y) 是一个有二阶连续偏导数的二维正定 V 函数，则对于适当的

h > 0, V (x, y) = h 是一条包围原点的闭曲线.
【定义 5.25】 考虑非线性自治系统

dx
dt = f(x), (5.10)

其中

x =

x1...
xn

 f(x) =

f1(x1, · · · , xn)...
f1(x1, · · · , xn)


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5.6. 极限环

假定 f(0) = 0 且 f(x) 在原点的某个邻域内满足解的存在唯一性. 把式 (5.10) 的解 x = x(t)

代入 V 函数中得到 t 的复合函数，对 V 函数关于 t 求导得到

dV
dt =

n∑
j=1

∂V

∂xj

dxj
dt .

用方程组 (5.10) 的解代入上式有

dV
dt

∣∣∣∣
(5.10)

=
n∑

j=1

∂V

∂xj
fj (x1(t), · · · , xn(t))

称这样求得的导数
dV
dt 为 V (x) 沿着方程组 (5.10) 的全导数.

【定理 5.26】 对于系统 (5.10)，若存在一个正定的函数 V (x)，并且此 V 函数沿着系统

方程组 (5.10) 的全导数 dV
dt 为常负函数或者恒等于零，则方程组 (5.10) 的零解是稳定的.

证明.

【定理 5.27】 对于系统 (5.10)，若存在一个正定的函数 V (x)，并且此 V 函数沿着系统

方程组 (5.10) 的全导数 dV
dt 为负定函数，则方程组 (5.10) 的零解是渐进稳定的.

【定理 5.28】 对于系统 (5.10)，若存在一个连续可微的函数 V (x), V (0) = 0，它在 x = 0

点的任何邻域内至少有一点 x∗ 使得 V (x∗) > 0(< 0)，那么，若存在 x = 0 的某个邻域 D 使

得 D 中
dV
dt 是正定 (负定) 的，则系统 (5.10) 的零解是不稳定的.

5.6 极限环

【定义 5.29】 相平面上孤立的闭轨线称为极限环. 若 Γ 是系统

dx
dt = f(x, y),

dy
dt = g(x, y). (5.11)

的一个极限环，若存在 Γ的一个 δ邻域，使得从此邻域内出发的其它解均正向 (t→ +∞)趋近

于 Γ，则称 Γ是稳定的极限环. 其它解均负向 (t→ −∞)趋近于 Γ，则称 Γ是不稳定的极限环.
【定理 5.30】(Poincare-Bendixson 环域定理) 设区域 G 是由两条简单闭曲线 l1 和 l2

围成的环形区域且满足

1. G 及其边界 l1, l2 上不含奇点;

2. 从 G 的边界 l1, l2 上各点出发的轨线都不能离开（或进入）G;

3. l1, l2 均不是闭轨线，则在 G 内至少存在一个外稳定闭轨和一个内稳定闭轨（外不稳定

闭轨和一个内不稳定闭轨）. 若闭轨唯一，则一定是一个稳定的（不稳定的）极限环.

【定理 5.31】 设系统 (5.11) 右端函数 f(x, y), g(x, y) 在某个单连域 D 内连续可微，且

∂f(x, y)

∂x
+
∂g(x, y)

∂y
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5.6. 极限环

在 D 内不变号，并且在 D 的任何子域内不恒为 0，则方程组 (5.11) 在 D 内不存在任何闭轨

线.
证明. D Γ : x = x(t), y = y(t) T Γ DΓ

DΓ ⊆ D. Green
¨

DΓ

(
∂f

∂x
+
∂g

∂y

)
dσ =

˛
∂DΓ

f(x, y) dy − g(x, y) dx =

ˆ T

0

(
f(x, y)

dy
dt − g(x, y)

dx
dt

)
dt

=

ˆ T

0

(f(x, y) · g(x, y)− g(x, y) · f(x, y)) dt = 0

¨

DΓ

(
∂f

∂x
+
∂g

∂y

)
dσ ̸= 0

Γ .
【定理 5.32】 对于系统 (5.11) 若在某个单连域 D 内存在一个连续可微的函数 B(x, y)，

使得
∂

∂x
(Bf) +

∂

∂y
(Bg)

在 D 内不变号，并且在 D 的任何子域内不恒为 0，则方程组 (5.11) 在 D 内不存在任何闭轨

线.
【定理 5.33】 若沿着系统 (5.11) 的极限环 Γ 有

ˆ T

0

(
∂f

∂x
+
∂g

∂y

)
dt < 0(> 0)

则 Γ 是稳定的 (不稳定的), 其中 T 是 Γ 的周期.
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