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Chapter 1

波动方程

1.1 特征线法

我们以一个例子来说明特征线法的求解过程。

【例题 1.1】 求下列 Cauchy 问题的解{
ut + (x+ t)ux + u = x, (x, t) ∈ R× (0,+∞)

u(x, 0) = x.

解.

1.
dx
dt = x+ t, x(0) = C.

x(t) = et(1 + C)− (1 + t).

2.
U(t) = u(x(t), t),

U ODE
dU
dt = −U + x(t) = et(1 + C)− (1 + t), U(0) = x(0) = C

U =
1

2
(C + 1)et +

1

2
(C − 1)e−t − t.

3. C

u(x, t) =
1

2
e−2t (x+ t+ 1)− e−t +

1

2
(x− t+ 1).



1.2. 一维初值问题

1.2 一维初值问题

1.2.1 问题的简化

记

□u =
∂2u

∂t2
− a2

∂2u

∂x2

并称之为 d’ Alembert 算子。考虑波动方程的初值问题{
□u = f R× (0,+∞)

u = ϕ, ut = ψ R× {t = 0}

由于 □ 的线性性，可以将其分为以下三个问题{
□u = 0 R× (0,+∞)

u = ϕ, ut = 0 R× {t = 0}
(1.1)

{
□u = 0 R× (0,+∞)

u = 0, ut = ψ R× {t = 0}
(1.2)

{
□u = f R× (0,+∞)

u = 0, ut = 0 R× {t = 0}
(1.3)

若记三个问题的解分别为 u1, u2, u3，那么第一个问题的解为

u = u1 + u2 + u3.

【定理 1.2】 记1.2的解为 Mψ，那么1.1、1.3的解分别为

u1(x, t) =
∂

∂t
Mϕ, (x, t) u3(x, t) =

ˆ τ

0

Mfτ (x, t− τ)dτ

其中 fτ = f(x, τ)。

从而我们只需要考虑问题1.2解即可。

1.2.2 d’ Alembert 公式的导出
只考虑初值问题 {

□u = 0 R× (0,+∞)

u = 0, ut = ψ R× {t = 0}

特征线法

注意到
∂2

∂t2
− a2

∂2

∂x2
=

(
∂

∂t
+ a

∂

∂x

)(
∂

∂t
− a

∂

∂x

)
运用特征线求解即可。
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1.2. 一维初值问题

行波法

作变量替换

ξ = x+ at, η = x− at

那么

□u = 0 ⇐⇒ uξη = 0

从而

u(x, t) = F (x+ at) +G(x− at).

由 u(x, 0) = 0 知

F (x) +G(x) = 0.

由 ut(x, 0) = ϕ(x) 知

aF ′(x)− aG′(x) = ϕ(x) =⇒ (F (x)− F (0))− (G(x)−G(0)) =
1

a

ˆ x

0

ϕ(ξ)dξ.

而 F +G = 0，故

1

a

ˆ x

0

ψ(ξ)dξ = 2(F (x)− F (0)) = −2(G(x)−G(0))

从而

u(x, y) =
1

2a

ˆ x+at

0

ψ(ξ)dξ + F (0)− 1

2a

ˆ x−at

0

ψ(ξ)dξ +G(0) =
1

2a

ˆ x+at

x−at
ψ(ξ)dξ.

那么 {
□u = f R× (0,+∞)

u = ϕ, ut = ψ R× {t = 0}

的解为

u(x, t) =
1

2
(ϕ(x+ at) + ϕ(x− at)) +

1

2a

ˆ x+at

x−at
ψ(ξ)dξ + 1

2a

ˆ t

0

dτ
ˆ x+a(t−τ)

x−a(t−τ)
f(ξ, τ)dξ.

若 f = 0，那么 u 的解称为 d’ Alembert 公式。

1.2.3 能量不等式

以上过程的求解只是形式解。有了形式解，我们要考虑解是否是唯一、稳定的。

【引理 1.3】(Gronwell Inequality) 若 G ∈ C1[0, T ] 非负，G(0) = 0，且

dG
dτ ≤ CG(τ) + F (τ), ∀ τ ∈ [0, T ].

其中 C > 0，F (τ) 是 [0, T ] 上不减的非负可积函数。那么

dG
dτ ≤ eCτF (τ), G(τ) ≤ C−1

(
eCτ − 1

)
F (τ).
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1.2. 一维初值问题

证明.
dG
dτ ≤ CG(τ) + F (τ) =⇒ d

dτ
(
G(τ)e−Cτ

)
≤ F (τ)e−Cτ

G(t)e−Ct ≤
ˆ t

0

F (τ)e−Cτdτ ≤ C−1F (t)
(
1− e−Ct

)
G(t) ≤ C−1

(
eCt − 1

)
F (t).

dG
dt ≤ eCtF (t).

【定理 1.4】 设 u ∈ C1(Q) ∩ C2(Q) 是问题{
□u = f R× (0,+∞)

u = ϕ, ut = ψ R× {t = 0}

的解，那么有估计 ˆ
Ωt

u2t + a2u2xdx ≤M

(ˆ
Ω0

ψ2 + a2ϕ2
xdx+

ˆ
kt

f 2dxdt
)
,

ˆ
Kt

u2t + a2u2xdx ≤M

(ˆ
Ω0

ψ2 + a2ϕ2
xdx+

ˆ
kt

f 2dxdt
)
.

证明. ∀ (x0, t0) ∈ R× (0,+∞)

E(t) =
1

2

ˆ x0+a(t0−t)

x0−a(t0−t)
u2t + a2u2xdx

dE
dt =

ˆ x0+a(t0−t)

x0−a(t0−t)
ututt + a2uxuxtdx+

a

2

(
u2t − a2u2x

)∣∣∣x0+a(t0−t)
x0−a(t0−t)

=

ˆ x0+a(t0−t)

x0−a(t0−t)
utfdx+ a2uxut|x0+a(t0−t)x0−a(t0−t) −

a

2

(
u2t + a2u2x

)∣∣∣x0+a(t0−t)
x0−a(t0−t)

Cauchy
2a2uxut ≤ au2x + a3u2t .

dE
dt ≤

ˆ
Ωt

utfdx =⇒ E(t) ≤ E(0) +
1

2

ˆ
Kt

(
u2t + f 2

)
dxdt.

Ω(t) =

ˆ t

0

E(τ)dτ

dΩ
dt ≤ E(0) +

1

2

ˆ
Kt

f 2dxdt+ Ω

Gronwell
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1.3. 初值问题（2、3 维）

【推论 1.5】
ˆ
Ωt

u2dx ≤M ′
(ˆ

Ω0

(
ϕ2 + ψ2a2ϕ2

x

)
dx+

ˆ
Kt

f 2dxdt
)
.

证明.
ˆ
Ωt

u2(x, t)− u2(x, 0)dx =

ˆ
ωt

ˆ t

0

∂

∂t
u2(x, s)dxdt =

ˆ
Kt

2utudxdt ≤
ˆ
Kt

u2tdxdt+
ˆ
Kt

u2dxdt

G(t) =

ˆ
Kt

u2tdxdt

dΩ
dt ≤ Ω(t) +

ˆ
Kt

u2tdxdt+
ˆ
Ωt

ϕ2dx

Gronwell

1.2.4 半无界问题

考虑问题 
□u = f R>0 × (0,+∞)

u = ϕ, ut = ψ R>0 × {t = 0}
u = g {x = 0} × (0,+∞)

1. 若 g = 0 那么对其进行奇延拓后求解。若 f = ϕ = 0，则解为

u(x, t) =
1

2a

ˆ x+at

x−at
ψ(ξ)dξ, x ≥ at,

u(x, t) =
1

2a

ˆ x+at

at−x
ψ(ξ)dξ, x < at.

为了保证解的适定性，ψ, f, ϕ 满足

ϕ(0) = 0, ψ(0) = 0, a2ϕ′′(0, 0) + f(0, 0) = 0.

2. 若 g ̸= 0 那么做替换 u = v + g 之后进行奇延拓。

1.3 初值问题（2、3 维）
【引理 1.6】 记

U(x; r, t) =

 
∂B(y,r)

u(y, t)dS(x).
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1.3. 初值问题（2、3 维）

若 u 满足

utt − a2∆u = 0

那么 U 满足

Utt − a2
(
Urr +

n− 1

r
Ur

)
= 0

证明.

Ur =
∂

∂r

 
∂B(0,1)

u(x+ rz, t)dS(z) =
 
∂B(0,1)

Du · zdS(z)

=

 
∂B(x,r)

∂u

∂ν
(y, t)dS(y) = 1

nα(n)rn−1

ˆ
B(x,t)

∆udy

a2rn−1Ur =
1

nα(n)

ˆ
B(x,t)

uttdy =⇒ a2
(
rn−1Ur

)
r
=

1

nα(n)

ˆ
∂B(x,r)

uttdy

Utt − a2
(
Urr +

n− 1

r
Ur

)
= 0

【注 1.7】 当 n = 3 时

rUtt = a2 (rUrr + 2Ur) = a2(rUr + U)r = a2 (rU)rr

【定理 1.8】(Kinchhoff 公式) 设 u 满足{
utt − a2∆u = 0 R3 × (0,+∞)

u = 0, ut = h R3 × {t = 0}

那么

u(x, t) = t ·
 
∂B(x,at)

h(y)dy.

证明. x ∈ R3

Ũ(x; r, t) = r · U, H(x; r) = r ·
 
∂B(x,r)

h(y)dS(y).

Ũ {
Ũtt − a2Ũrr = 0 R× (0,+∞)

Ũ = 0, Ũt = H R× {t = 0}

d’ Alembert

Ũ(x; r, t) =
1

2a

ˆ at+r

at−r
H(x; ξ)dξ
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1.4. 混合问题

u(x, t) = lim
r→0+

 
∂B(x,r)

u(y, t)dy = lim
r→0+

1

2ar

ˆ at+r

at−r
H(x; ξ)dξ

=
1

a
H(x, at) = t ·

 
∂B(x,at)

h(y)dS(y).

【定理 1.9】(Poisson 公式) 设 u 满足{
utt − a2∆u = 0 R2 × (0,+∞)

u = 0, ut = h R2 × {t = 0}

那么

u(x, t) =
1

2πa

ˆ
B(x,at)

h(y)√
a2t2 − |x− y|2

dy.

1.4 混合问题

1.4.1 分离变量法

以一个例子来说明分离变量法的适用方法。

【例题 1.10】 用分离变量法求解
∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
= 0 (x, t) ∈ Q

ux|x=0 = A sinωt, u|x=ℓ = 0, t ≥ 0

u|t=0 = 1, ut|t=0 = 0, x ∈ [x, ℓ]

.

解.
v(x, t) = u(x, t)− A(x− ℓ) sinωt,

v 
∂2v

∂t2
− ∂2v

∂x2
= Aω2(x− ℓ) sinωt (x, t) ∈ Q

vx|x=0 = 0, v|x=ℓ = 0, t ≥ 0

v|t=0 = 1, vt|t=0 = −Aω(x− ℓ), x ∈ [x, ℓ]

.

v(x, t) = X(x)T (t). {
X ′′ + λX = 0

X ′(0) = 0, X(ℓ) = 0

Xn(x) = cos
(
n− 1

2

)
πx

ℓ
, ∀ n ∈ Z>0. (1.4)
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1.4. 混合问题

v(x, t) =
∞∑
n=1

Tn(t) cos
(
n− 1

2

)
πx

ℓ



∞∑
n=1

(
T ′′
n (t) +

(
n− 1

2

)2
π2

ℓ2
Tn(t)

)
cos
(
n− 1

2

)
πx

ℓ
= Aω2(x− ℓ) sinωt,

∞∑
n=1

Tn(0) cos
(
n− 1

2

)
πx

ℓ
= 1,

∞∑
n=1

T ′
n(0) cos

(
n− 1

2

)
πx

ℓ
= −Aω(x− ℓ)

∀ n ∈ Z>0 Tn T
′′
n (t) +

(
n− 1

2

)2
π2

ℓ2
Tn(t) = fn(t)

Tn(0) = αn, T ′
n(0) = βn.

fn(t) =
2

ℓ

ˆ ℓ

0

Aω2(x− ℓ) sinωt cos
(
n− 1

2

)
πx

ℓ
dx = − 8Aω2ℓ

(2n− 1)2π2
sinωt = −ωβn sinωt,

αn =
2

ℓ

ˆ ℓ

0

cos
(
n− 1

2

)
πx

ℓ
dx = (−1)n+1 · 4

(2n+ 1)π
, (1.5)

βn =
2

ℓ

ˆ ℓ

0

−Aω(x− ℓ) cos
(
n− 1

2

)
πx

ℓ
dx =

8Aωℓ

(2n− 1)2π2
. (1.6)

ωn =
2n− 1

2ℓ
π. (1.7)

Tn(t) =αn cosωnt+
βn
ωn

sinωnt+
1

ωn
·
ˆ t

0

fn(τ) sinωn(t− τ)dτ

=αn cosωnt+
βn
ωn

sinωnt−
ωβn
ωn

·
ˆ t

0

sinωτ sinωn(t− τ)dτ

ˆ t

0

sinωτ sinωn(t− τ)dτ =
1

2

ˆ t

0

cos((ω + ωn)τ − ωnt)− cos((ω − ωn)τ + ωnt)dτ

ω ̸= ωn ˆ t

0

sinωτ sinωn(t− τ)dτ =
ω sinωnt− ωn sinωt

ω2 − ω2
n

Tn(t) = αn cosωnt+
βn
ωn

sinωnt−
ωβn

ωn (ω2 − ω2
n)

· (ω sinωnt− ωn sinωt) (1.8)

αn, βn, ωn 1.5, 1.6, 1.7
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1.4. 混合问题

1. ω ̸= ωn, ∀ n ∈ Z>0

u(x, t) = A(x− ℓ) sinωt+
∞∑
n=1

Xn(x)Tn(t).

Tn, Xn 1.8, 1.4

2. ω = ωk

T̃k(t) = lim
ω→ωk

Tk(t) = αk cosωkt+
βk
ωk

sinωkt− βk

(
sinωkt
2ωk

− t cosωkt
2

)

u(x, t) = A(x− ℓ) sinωt+
∑
n≥1
n ̸=k

Xn(x)Tn(t) +Xk(x)T̃k(t).

1.4.2 广义解

【定义 1.11】(广义解) 设 u ∈ C(QT ) 称为方程
utt − a2uxx = 0 (x, t) ∈ (0, ℓ)× (0,∞)

u(0, t) = u(ℓ, t) = 0 t ≥ 0

u(x, 0) = ϕ(x) 0 ≤ x ≤ ℓ

ut(x, 0) = ψ(x) 0 ≤ x ≤ ℓ

的广义解，若满足
¨
QT

u□ζdxdt−
ˆ ℓ

0

(ψ(x)ζ(x, 0)− ϕ(x)ζt(x, 0)) dx = 0, ∀ ζ ∈ D .

其中

QT = (0, ℓ)× (0, T ], D = {ζ ∈ C2(QT ) : ζ(0, t) = ζ(ℓ, t) = ζ(x, T ) = ζt(x, T ) = 0}

【注 1.12】 古典解一定是广义解。设 u ∈ C2(QT ) 满足 □u = 0，那么

0 =

¨
QT

□uζdxdt, ∀ ζ ∈ D .

由分部积分公式有
ˆ T

0

uttζdt = −
ˆ T

0

utζtdt+ utζ|T0 =

ˆ T

0

uζttdt+ (utζ − uζt) |T0 .

以及 ˆ ℓ

0

uxxζdx = −
ˆ ℓ

0

uxζxdx+ uxζ|ℓ0 =
ˆ ℓ

0

uζxxdx+ (uxζ − uζx) |ℓ0.

由定解条件以及 D 的性质立得。
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1.4. 混合问题

【定理 1.13】 广义解是唯一的。

证明. u1, u2

¨
Qt

(u1 − u2)□ζdxdt = 0, ∀ ζ ∈ D .

g ∈ C∞
0 (QT )

□ζ = g(x, t) (x, t) ∈ QT

ζ(0, t) = ζ(ℓ, t) = 0 0 ≤ t ≤ T

ζ(x, T ) = ζt(x, T ) = 0 0 ≤ x ≤ ℓ

ζ(x, t) = ζ(T − t) ζ QT
□ζ = g(x, T − t) (x, t) ∈ QT

ζ(0, t) = ζ(ℓ, t) = 0 0 ≤ t ≤ T

ζ(x, 0) = ζt(x, 0) = 0 0 ≤ x ≤ ℓ

g

¨
Qt

(u1 − u2) gdxdt = 0, ∀ g ∈ C∞
0 (QT )

u1 = u2

10



Chapter 2

热传导问题

2.1 初值问题

2.1.1 Fourier 变换

【定义 2.1】 设 f ∈ L(R)，那么 f 的 Fourier 变换为

f̂(λ) =
1√
2π

ˆ
R
f(x) exp(−iλx)dx

【注 2.2】 由 f ∈ L(R) 知

|f̂(λ)| ≤ 1√
2π

ˆ
R
|f(x) exp(−iλx)|dx =

1√
2π

∥f∥1,

从而 f̂ ∈ L∞(R)，即上述定义是合理的。

【注 2.3】 Fourier 变换可以延拓在 Lp(R) 上，也可以对有限的符号测度定义 Fourier 变
换。具体可以参考文献 [5] 的第八章内容。
【定理 2.4】(反演公式) 若 f ∈ L(R) ∩ C1(R)，则

lim
N→∞

1√
2π

ˆ N

−N
f̂(λ) exp(iλx)dλ = f(x)

【命题 2.5】 Fourier 变换的性质

1.
fi ∈ L(R), ai ∈ C =⇒ (a1f1 + a2f2)

∧ = a1f
∧
1 + a2f

∧
2

2.
f, f ′ ∈ C(R) ∩ L(R) =⇒

(
df
dx

)∧

= iλf∧



2.1. 初值问题

3.
f(x), xf(x) ∈ L(R) =⇒ i

d
dλf̂(λ)

4.
f ∈ L(R) =⇒ (f(x− a))∧ (λ) = e−iλxf̂(λ)

5.
f ∈ L(R), k ̸= 0 =⇒ (f(kx))∧ (λ) =

1

|k|
f̂

(
λ

k

)
6.

f ∈ L(R) =⇒ (f(x))∨(λ) = f̂(−λ) = (f(−x))∧ (λ)

7.
f, g ∈ L(R) =⇒ (f ∗ g)∧(λ) =

√
2πf̂ · ĝ

【定理 2.6】(Fourier 变换的不动点)

exp
(
−1

2
x2
)∧

(λ) = exp
(
−1

2
λ2
)
.

证明.

f(x) = exp
(
−1

2
x2
)

f̂(λ) =
1√
2π

ˆ
R

exp
(
−1

2
x2
)
e−iλxdx =

1

−iλ
1√
2π

ˆ
R

exp
(
−1

2
x2
)

de−iλx

=
1

−iλ
· 1√

2π

ˆ
R
x exp

(
−1

2
x2
)
e−iλxdx

d
dλf̂(λ) = −i · 1√

2π

ˆ
R
x exp

(
−1

2
x2
)
e−iλxdx.

d
dλf̂(λ) = −λf̂(λ), f̂(0) = 1.

f̂(λ) = exp
(
−1

2
λ2
)
.

【推论 2.7】 设 f(x) = exp (−Ax2)，则

f̂(λ) =
1√
2A

exp
(
− λ2

4A

)
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2.1. 初值问题

2.1.2 Poisson 公式
【定理 2.8】 热传导方程{

ut − a2uxx = f(x, t) (x, t) ∈ R× (0,+∞)

u = ϕ (x, t) ∈ R× {t = 0}
(2.1)

的解为

u(x, t) =

ˆ
R
K(x− ξ, t)ϕ(ξ)dξ +

ˆ t

0

dτ
ˆ
R
K(x− ξ, t− τ)f(ξ, τ )dξ. (2.2)

上式被称为 Poisson 公式。
证明. x Fourier

d
dt û+ a2λ2û = f̂(λ, t)

û|t=0 = ϕ̂

û(λ, t) = ϕ̂ exp(−a2λ2t) +
ˆ t

0

f̂(λ, τ) exp
(
−a2λ2(t− τ)

)
dτ.

gt(x) =
1

a
√
2t

exp
(
− x2

4a2t

)

ĝ = exp
(
−a2λ2t

)
Fourier

u(x, t) =
√
2π

(
ϕ ∗ gt +

ˆ t

0

f ∗ gt−τdτ
)

K(x, t) =
1

2a
√
πt

exp
(
− x2

4a2t

)
χ{t>0}

u(x, t) =

ˆ
R
K(x− ξ, t)ϕ(ξ)dξ +

ˆ t

0

dτ
ˆ
R
K(x− ξ, t− τ)f(ξ, τ )dξ.

【定理 2.9】 若 ϕ ∈ C(R) 且有界，f = 0，则 Poisson 确定的函数是初值问题2.1的解。
证明. f = 0

u(x, t) =

ˆ
R
K(x− ξ, t)ϕ(ξ)dξ

t > 0 Kt = K(·, t) ∈ C∞(R) Kt ∗ ϕ ∈ C∞(R)

Kt − a2Kxx = 0

13



2.1. 初值问题

t > 0

ut − a2utt =

ˆ
R

(
Kt(x− ξ, t)− a2Kxx(x− ξ, t)

)
ϕ(ξ)dξ = 0.

lim
x→x0
t→0+

u(x, t) = ϕ(x0).

η = (ξ − x)/(2a
√
t)

u(x, t) =
1√
π

ˆ
R
e−η

2

ϕ(x+ 2a
√
tη)dη.

ϕ t→ 0+

【注 2.10】 若 ϕ 满足

ϕ(x) = O
(
exp

(
Ax2

))
, x ∈ R.

则 u 在区域

Q = R×
{
0 ≤ t <

1

4a2A

}
上仍是热传导方程的解。事实上由估计

e−η
2

ϕ(x+ wa
√
tη) = O

(
exp

(
−
(
1− 4Aa2t

)
η2
))

从而 Q 保证了积分

u(x, t) =
1√
π

ˆ
R
e−η

2

ϕ(x+ 2a
√
tη)dη.

收敛。

2.1.3 广义函数

广义函数的定义及例子

关于试验函数空间的具体定义，可以参考文献 [4]的第一章及第六章部分。其上引用的拓
扑是较为繁琐的，在此我们为了便于应用，给出下述定义。

【定义 2.11】 设 {ϕ} ∪ {ϕn}∞n=1 ∈ C∞
0 (R) 且

1. 存在 M > 0 使得

ϕ = ϕn = 0, |x| ≥M.

2.
lim
n→∞

max
[−M,M ]

∣∣ϕ(k)
n − ϕ(k)

∣∣ = 0, ∀ k ∈ Z≥0.

则称序列 {ϕn}收敛于 ϕ。规定了上述收敛性的线性空间 C∞
0 (R)称为基本空间D(R)。ϕ ∈ D(R)

称为试验函数。

14



2.1. 初值问题

【定义 2.12】 D(R) 上有界线型泛函称为广义函数，广义函数的全体记作 D ′(R)。设
f ∈ D ′, ϕ ∈ D，用 ⟨f, ϕ⟩ 表示泛函作用，称为对偶积。
【定义 2.13】(δ 函数) δ 函数满足

⟨δ, ϕ⟩ = δ(0), ∀ ϕ ∈ D

【例题 2.14】 ∀ f ∈ Lloc(R)，f 可诱导出一个广义函数，仍用 f 表示

⟨f, ϕ⟩ =
ˆ
R
fϕ ∀ ϕ ∈ D .

【定义 2.15】(弱收敛) 设 f, fn ∈ D ′，若

lim⟨fn, ϕ⟩ = ⟨f, ϕ⟩, ∀ ϕ ∈ D .

则称 {fn} 收敛于 f。

【例题 2.16】 设

Qn(x) =
n

2
χ(−1/n,1/n](x)

则

Qn(x) → δ(x).

【例题 2.17】(Dirichlet Kernal) 设

Kn(x) =


1 + 2

n∑
k=1

cos kx =

sin
(
n+

1

n

)
x

sin x
2

|x| ≤ π

0 |x| > π

则

Kn(x) → δ(x), n→ ∞.

【例题 2.18】(Poisson Kernal) 设

K(x, t) =


1

2a
√
πt

exp
(
− x2

4a2t

)
t > 0

0 t ≤ 0

则

K(x, t) → δ(0), t→ 0+.

广义函数的运算

广义函数运算的定义可以归结为对广义函数空间的某个子空间上所定义的线性算子的延

拓，具体可以参考文献 [5] 的第九章。在此我们只给出相关定义。
【定义 2.19】(广义函数的导数) 广义函数 f 的 k 阶导数（微商）f (k) 也是广义函数

⟨f (k), ϕ⟩ = (−1)k⟨f, ϕ(k)⟩, ∀ ϕ ∈ D .
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2.1. 初值问题

【例题 2.20】 δ 函数的微商

⟨δ(k), ϕ⟩ = (−1)k⟨δ, ϕ(k)⟩ = (−1)kϕ(k)(0), ∀ ϕ ∈ D .

【例题 2.21】 Heaviside 函数

H(x) = χ[0,+∞)(x)

的广义微商是 δ 函数。

【定义 2.22】(广义函数的平移) f ∈ D ′

⟨τξf, ϕ⟩ = ⟨f, τ−ξϕ⟩, ∀ ϕ ∈ D

其中 τξ 为右平移算子：

τξf(x) = f(x− ξ), ∀ f ∈ D

【定义 2.23】(广义函数的乘法) f ∈ C∞,Λ ∈ D ′，则 fΛ 定义为

⟨fΛ, ϕ⟩ = ⟨Λ, fϕ⟩, ∀ ϕ ∈ D .

上式有意义因为 fϕ ∈ D。

【定义 2.24】(广义函数的 Fourier 变换)

⟨(f(x))∧(λ), ϕ(λ)⟩ = ⟨f(x), (ϕ(λ))∧(x)⟩, ∀ ϕ ∈ D .

【注 2.25】 若 f ∈ D ′ 是由局部可积函数所诱导，那么上式子可以理解为

⟨(f(x))∧(λ), ϕ(λ)⟩ =
ˆ
R

(
1√
2π

ˆ
R
f(x)e−iλxdx

)
ϕ(λ)dλ

=

ˆ
R

(
1√
2π
ϕ(λ)e−iλxdλ

)
f(x)dx = ⟨f(x), (ϕ(λ))∧(x)⟩

【例题 2.26】(δ(x− ξ) 的 Fourier 变换) 由定义知 ∀ ϕ ∈ D

⟨F(δ(x− ξ)), ϕ(λ)⟩ =
〈
δ(x− ξ), (ϕ(λ))∧ (x)

〉
= (ϕ(λ))∧ (ξ) =

1√
2π

ˆ
R
ϕ(λ)e−iλξdλ

即

F (δ(x− ξ)) =
1√
2π
e−iλξ

从而 (
e−iλξ

)∨
=

√
2πδ(x− ξ).

【注 2.27】 上式可以理解为对测度的 Fourier 变换，具体可以参考文献 [5]。若 µ 是一

个有限的测度，则定义其 Fourier 变换为

µ̂ =
1√
2π

ˆ
e−iλxdµ(x).

那么广义函数 δ(x− ξ) 可以理解为由 point mess 测度诱导的广义函数，即

δξ(E) =

{
1 ξ ∈ E

0 ξ /∈ E

故

δ̂ξ(λ) =
1√
2π

ˆ
e−iλxdδξ(x) =

1√
2π
e−iλξ

16



2.2. 混合问题

2.1.4 基本解

【定义 2.28】 设 Q = R × (0,+∞), ∀ (ξ, τ ) ∈ Q，若 u(x, t) ∈ Lloc(Q) ∩ C(Q\(ξ, τ )) 且
在广义函数的意义下满足{

ut − a2uxx = δ(x− ξ, t− τ) (x, t) ∈ R× (0,+∞)

u = 0 (x, t) ∈ R× {t = 0}
(2.3)

则称其满足热传导方程的基本解，记为 Γ(x, t; ξ, τ)。

【定理 2.29】 基本解可取为 K(x− ξ, t− τ)。

2.2 混合问题

我们以一个例子来说明混合问题的做法。

【例题 2.30】 
ut = a2uxx 0 < x < π, t > 0

u|t=0 = sinx 0 ≤ x ≤ π

ux|x=0 = ux|x=π = 0 t > 0.

解. u(x, t) = X(x)T (t)

X ′′ + λX = 0, X ′(0) = X ′(π) = 0

Xn(x) = cosnπ, λn = n2.

Tn

Tn′ + n2a2Tn = 0

Tn(t) = Cn exp
(
−n2a2t

)
.

u(x, t) =
∞∑
n=0

Cn exp
(
−n2a2t

)
cosnx

Cn =
2

π

ˆ π

0

sinx cosnπdx =


4

π
· 1

1− n2
2 | n

0 2 ∤ n

u(x, t) =
∞∑
n=0

4

π
· 1

1− 4n2
exp

(
−4n2a2t

)
cos(2nx)
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2.3. 极值原理与最大模估计

2.3 极值原理与最大模估计

记

L =
∂

∂t
− a2

∂2

∂x2
.

2.3.1 弱极值原理

【定理 2.31】(弱极值原理) 设 u ∈ C2,1(Q) ∩ C(Q) 且满足 Lu = f ≤ 0，则 u 在 Q 上的

最大值必然在抛物边界 Γ 上达到。即

max
Q

u(x, t) = max
Γ

u(x, t).

【推论 2.32】 设 u ∈ C2,1(Q) ∩ C(Q) 且满足 Lu = f ≥ 0，则 u 在 Q 上的最小值必然在

Γ 上达到，即

min
Q
u = min

Γ
u.

特别的，若 Lu = 0，那么 u 在 Q 上的最大值与最小值都必然在 Γ 上达到。

【推论 2.33】(比较原理) 设 u, v ∈ C2,1(Q) ∩ C(Q) 且有 Lu ≤ Lv, u|Γ ≤ v|Γ，则在 Q 上

有 u ≤ v。

2.3.2 第一边值问题的最大模估计

考虑第一边值问题 
Lu = f (x, t) ∈ Q

u|x=0 = ϕ 0 ≤ x ≤ ℓ

u|x=0 = g1, u|x=ℓ = g2 0 ≤ t ≤ T

(2.4)

【定理 2.34】 设 u ∈ C2,1(Q) ∩ C(Q) 是问题2.4 的解，则

max
Q

|u| ≤ T sup |f |+ max{sup |ϕ|, sup |g1|, sup |g2|}.

【注 2.35】 上述初值问题的解是唯一稳定的。

2.3.3 第二、三边值问题的最大模估计

第二、三边值问题可以写成如下形式：

Lu = f (x, t) ∈ Q

u|x=0 = ϕ 0 ≤ x ≤ ℓ[
−∂u
∂x

+ α(t)u

]
x=0

= g1, 0 ≤ t ≤ T[
∂u

∂x
+ β(t)u

]
x=0

= g2, 0 ≤ t ≤ T

(2.5)
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2.3. 极值原理与最大模估计

其中 α, β ≥ 0，且当 α = β = 0 时上述问题为第二边值问题。

【引理 2.36】 设 u(x, t) ∈ C2,1(Q) ∩ C1,0(Q) 满足

f, ϕ, g1, g2 ≥ 0,

则在 Q 上 u ≥ 0.

【定理 2.37】 设 u ∈ C2,1(Q) ∩ C1,0(Q) 是问题2.5的解，则

|u| ≤ C (sup |f |+ max{sup |ϕ|, sup |g1|, sup |g2|}) .

其中 C 只依赖于 a, ℓ, T。

2.3.4 初值问题的最大模估计

在区域 Q = R× (0, T ] 上考虑初值问题{
ut − a2uxx = f (x, t) ∈ Q

u|t=0 = ϕ x ∈ R
(2.6)

【定理 2.38】 设 u ∈ C2,1(Q) ∩ C(Q) 是初值问题2.6的有界解，则有估计

sup
Q

|u| ≤ T sup
Q

|f |+ sup
R

|ϕ|.

【定理 2.39】 若 u ∈ C2,1(Q) ∩ C(Q) 是初值问题2.6的解，并且满足

|u(x, t)| ≤MeAx
2

, (x, t) ∈ Q.

那么也有

sup
Q

|u| ≤ T sup
Q

|f |+ sup
R

|ϕ|.

首先证明一个引理

【引理 2.40】 上述问题当

T ≤ 1

16a2A

时成立。

证明.

|u(0, t)| ≤ T sup
Q

|f |+ sup
R

|ϕ|, t ∈ (0, T ].

|u(x, t)| ≤ T sup
Q

|f |+ sup
R

|ϕ|, t ∈ (0, T ].

T ≤ 1

16a2A
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2.3. 极值原理与最大模估计

QL
T = (−L,L)× (0, T ], ∀ L > 0.

ε > 0

w(x, t) = Ft+B + vε(x, t)± u(x, t).

vε(x, t) =
ε√

2T − t
exp

(
x2

4a2(2T − t)

)
, F = sup

Q
|f |, B = sup

R
|ϕ|.

Lvε = 0.

1.
Lw = F ± f(x, t) ≥ 0 w|t=0 = B + vε(x, 0)± ϕ(x) ≥ 0

2.
w|x=±L ≥ ε√

2T − t
exp

(
L2

4a2(2T − t)

)
−M exp

(
AL2

)
≥ ε√

2T
exp

(
L2

8a2T

)
−M exp

(
AL2

)
≥ ε√

2T
exp

(
2AL2

)
− exp

(
AL2

)
.

∀ ε > 0 Lε > 0

w|x=±L ≥ 0, ∀ L ≥ Lε

ε > 0 Lε > 0 L > Lε

min
∂QT

L

u ≥ 0.

QL
T (L ≥ Lε)

min
QT

L

w(x, t) ≥ 0.

w(0, t) ≥ 0 =⇒ |u(0, t)| ≤ Ft+B + v(0, t) ≤ FT +B +
ε√
T
.

ε→ 0+

|u(0, t)| ≤ FT +B, ∀ t ∈ (0, T ].

现在给出定理的证明

证明. T > 0 [0, T ] m

[0, T ] =
m⋃
j=1

[(j − 1)T1, jT1], with T1 ≤
1

16a2A
.
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2.3. 极值原理与最大模估计

mT1 = T Qj = {t : (j − 1)T1 < t ≤ jT1}

|u(x, t)| ≤ jFT1 +B, ∀ (x, t) ∈ R×Qj.

j = 1 j j + 1 R×Qj+1{
Lu = f (x, t) ∈ R×Qj+1

u|t=jT1 = ϕ(x) = u(x, jT1) x ∈ R

(−L,L)×Qj+1 ∀ ε > 0

w(x, t) = F (t− jT1) + sup
R
u(x, T1) + vε ± u(x, t).

vε =
ε√

(j + 2)T1 − t
exp

(
x2

4a2((j + 2)T1 − t)

)

1.
Lw = F ± f ≥ 0.

2.
w|t=jT1 ≥ sup

R
u(x, jT1)± u(x, jT1) ≥ 0.

3.
w|x=±L ≥ ε√

2T1
exp

(
2AL2

)
− exp

(
AL2

)
.

ε > 0 Lε > 0

w|x=±L ≥ 0, ∀ L > Lε.

L > Lε

w(x, t) ≥ 0, ∀ (x, t) ∈ (−L,L)×Qj.

|u(0, t)| ≤ FT1 + sup
R
u(x, jT1) +

ε√
T1
.

ε→ 0+

|u(0, t)| ≤ FT1 + jFT1 +B = (j + 1)FT1 +B.

|u(x, t)| ≤ (j + 1)FT1 +B, ∀ (x, t) ∈ R×Qj+1.

j = m
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2.3. 极值原理与最大模估计

2.3.5 边值问题的能量模估计

记 QT = (0, ℓ)× (0, T ]，在 QT 上考虑混合问题
∂u

∂t
− a2

∂2u

∂x2
= f (x, t) ∈ QT

u(x, 0) = ϕ(x) 0 ≤ x ≤ ℓ

u(0, t) = u(ℓ, t) = 0 0 ≤ t ≤ T.

【定理 2.41】 设 u ∈ C1,0(Qt) ∩ C2,1(QT ) 为边值问题的解，则有估计

sup
0≤t≤T

ˆ ℓ

0

u2(x, t)dx+ 2a2
ˆ T

0

ˆ ℓ

0

u2xdxdt ≤M

(ˆ ℓ

0

ϕ2dx+
ˆ T

0

ˆ ℓ

0

f 2dxdt
)
.

其中 M 只与 T 有关。
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Chapter 3

位势方程

位势方程为

−∆u = f.

3.1 基本解与 Green 函数

3.1.1 基本解与 Green 公式
【定义 3.1】 U ∈ Lloc (Rn) 称为 n 维 Laplace 的基本解，若其满足

−∆U = δ(x− ξ), x, ξ ∈ Rn.

记作 Γ(x; ξ)。

【定理 3.2】 定义在 Rn \ {0} 上的方程

Γ(x; ξ) =


− 1

2π
log |x| n = 2

1

n(n− 2)α(n)

1

|x|n−2
n ≥ 3

是 Laplace 方程的基本解。
证明. ∀ ε > 0

Ωε = {x ∈ Rn : ε2 < |x− ξ|2 ≤ 1/ε2}.

∀ ϕ ∈ D(Rn) ˆ
Rn

Γ(x; ξ)(−∆ϕ(x))dx = lim
ε→0+

ˆ
Ωε

Γ(x; ξ)(−∆ϕ(x))dx

ˆ
Ωε

Γ(x; ξ)(−∆ϕ(x))dx =

ˆ
∂Ωε

∂Γ

∂ν
(x; ξ)ϕ(x)− Γ(x; ξ)

∂ϕ

∂ν
(x)dS(x).



3.1. 基本解与 GREEN 函数

ε ϕ {x : |x− ξ| = 1/ε} 0
ˆ
Ωε

Γ(x; ξ)(−∆ϕ(x))dx =

ˆ
∂B

∂Γ

∂ν
(x; ξ)ϕ(x)− Γ(x; ξ)

∂ϕ

∂ν
(x)dS(x).

B = {x ∈ Rn : |x− ξ| ≤ ε},

∂Γ

∂ν
(x; ξ) =

n∑
j=1

−1

nα(n)

xi − ξi
|x− ξ|n

· −(xi − ξi)

|x− ξ|
=

1

nα(n)|x− ξ|n−1
,

ˆ
∂B

∂Γ

∂ν
(x; ξ)ϕ(x)dS(x) =

ˆ
∂B

ϕ(x)
1

nα(n)|x− ξ|n−1
dS(x) =

 
∂B

ϕ(x)dS(x) → ϕ(ξ).

ˆ
∂B

Γ(x; ξ)
∂ϕ

∂ν
dS(x) = O

(
∥∇ϕ∥∞

ˆ
∂B

Γ(x; ξ)dS(x)
)

=

{
O (ε log ε) n = 2

O (ε) n ≥ 3

ˆ
Rn

Γ(x; ξ)(−∆ϕ(x))dx = ϕ(ξ), ∀ ϕ ∈ D(Rn).

【定理 3.3】 设 ∂Ω 分段光滑，u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω)，则

u(ξ) = −
ˆ
Ω

Γ(x; ξ)∆u(x)dx+
ˆ
∂Ω

(
Γ(x; ξ)

∂u

∂n
(x)− ∂Γ

∂n
(x; ξ)u(x)

)
dS(x).

证明.
ˆ
Ω

Γ(x; ξ)∆u(x)−∆Γ(x; ξ)u(x)dx =

ˆ
∂Ω

(
Γ(x; ξ)

∂u

∂n
(x)− ∂Γ

∂n
(x; ξ)u(x)

)
dS(x).

ˆ
Ω

−∆Γ(x; ξ)u(x)dx = u(ξ)

3.1.2 Green 函数

启发式讨论

考虑 Dirichlet 问题 {
−∆u = f x ∈ Ω

u = ϕ x ∈ ∂Ω

那么由上面的定理知

u(ξ) = −
ˆ
Ω

Γ(x; ξ)∆u(x)dx+
ˆ
∂Ω

(
Γ(x; ξ)

∂u

∂n
(x)− ∂Γ

∂n
(x; ξ)u(x)

)
dS(x).
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3.1. 基本解与 GREEN 函数

现设 g(x; ξ) 在 Ω 内满足 Laplace 方程，那么同理有

0 = −
ˆ
Ω

g(x; ξ)∆u(x)dx+
ˆ
∂Ω

(
g(x; ξ)

∂u

∂n
(x)− ∂g

∂n
(x; ξ)u(x)

)
dS(x).

令

G(x; ξ) = Γ(x; ξ) + g(x; ξ),

那么

u(ξ) = −
ˆ
Ω

G(x; ξ)∆u(x)dx+
ˆ
∂Ω

(
G(x; ξ)

∂u

∂n
(x)− ∂G

∂n
(x; ξ)u(x)

)
dS(x).

在 Dirichlet 问题中，由于我们并不知道 ∂u/∂n 的值，我们希望选取 g(x; ξ) 满足

G(x; ξ)|∂Ω = 0.

这样我们就有

u(ξ) = −
ˆ
Ω

G(x; ξ)∆u(x)dx−
ˆ
∂Ω

∂G

∂n
(x; ξ)u(x)dS(x).

上面所述的 G 称为 Green 函数，具体定义如下：
【定义 3.4】(Green 函数) 定义在 Ω× Ω \ {x = ξ} 上的连续函数

G(x; ξ) = Γ(x; ξ) + g(x; ξ)

称为 Green 函数，若 g(x; ξ) 在 Ω× Ω 上二次连续可微，且 G(x; ξ) 满足{
−∆xG(x; ξ) = δ(x− ξ)

G(x; ξ)|∂Ω = 0

等价的 {
−∆xg(x; ξ) = 0

g|∂Ω = −Γ(x; ξ)|∂Ω

Green 函数的性质

【命题 3.5】 当 x ∈ Ω \ {ξ} 时

∆xG(x; ξ) = 0.

当 x→ ξ 时

G(x; ξ) ∼ Γ(x; ξ).

证明.
【命题 3.6】 当 x ∈ Ω \ {ξ} 时

0 < G(x; ξ) ≤ 1

2π
log d

|x− ξ|
.

其中 d 为 Ω 的直径。
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3.1. 基本解与 GREEN 函数

证明.

G(x; ξ) = g(x; ξ) +
1

2π
log 1

|x− ξ|
= g(x; ξ)− 1

2π
log d+ 1

2π
log d

|x− ξ|
Ω

−∆x

(
g(x; ξ)− 1

2π
log d

)
= 0

g(x; ξ)− 1

2π
log d

∣∣∣∣
∂Ω

= G(x; ξ)− 1

2π
log d

|x− ξ|

∣∣∣∣
∂Ω

≤ 0.

g(x; ξ)− 1

2π
log d ≤ 0 =⇒ G(x; ξ) ≤ 1

2π
log d

|x− ξ|
x→ ξ

G(x; ξ) ∼ Γ(x; ξ)(→ +∞)

ε

G(x; ξ) > 0, ∀ x ∈ B(ξ, ε) ⊂ Ω.

Ω \ B(ξ, ε)

−∆xG(x; ξ) = 0, G(x; ξ)|∂Ω = 0, G(x; ξ)|∂B(ξ,ε) > 0

G > 0

【命题 3.7】 Green 函数具有对称性，即

G(x; ξ) = G(ξ; x)

证明.
w(z) = G(z; ξ), v(z) = G(z; x)

∆w(z) = 0, ∀ z ̸= ξ

∆w(z) = 0, ∀ z ̸= x

ε > 0

B(x, ε) ⊂ Ω, B(ξ, ε) ⊂ Ω, B(ξ, ε) ∩ B(x, ε) = ∅.

V = Ω \ (B(x, ε) ∪ B(ξ, ε)) Green

0 =

ˆ
V

v∆w − w∆vdz =
ˆ
∂V

v
∂w

∂n
− w

∂v

∂n
dS(z).

ˆ
∂B(x,ε)

v
∂w

∂n
− w

∂v

∂n
dS =

ˆ
∂B(ξ,ε)

w
∂v

∂n
− v

∂w

∂n
dS

ε→ 0+

【命题 3.8】
ˆ
∂Ω

∂G

∂n
(x; ξ)dS(x) = −1.

证明. Dirichlet u = 1 f = 0, ϕ = 1
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3.1. 基本解与 GREEN 函数

3.1.3 特殊区域上的 Green 函数
【定义 3.9】 ∀ x ∈ Rn，称满足

x̃ · x = R2

的点 x̃ 为 x 关于球面 B(x,R) 的对称点。直接计算得

x̃ =
R2

|x|2
x.

【定理 3.10】(球面上的 Poisson 公式)
证明. Φ(x) = Γ(x; 0) Laplace

G(x; ξ) = Γ(x; ξ)− Φ

(
|ξ|
a
(x− ξ̃)

)
x ∈ ∂B(0, a) |x| = a∣∣∣∣ |ξ|a (x− ξ̃)

∣∣∣∣2 = ( |ξ|
a
(x− ξ̃),

|ξ|
a
(x− ξ̃)

)
=

|ξ|2

a2

(
x2 − 2

a2

|ξ|2
x · ξ + a4

|ξ|2

)
=
(
|ξ|2 − 2x · ξ + |x|2

)
= |x− ξ|2.

−∆Φ

(
|ξ|
a
(x− ξ̃)

)
= δ(x− ξ̃).

∂

∂xi
G(x; ξ) =

−1

nα(n)

 xi − ξi
|x− ξ|n

− xi − a2ξ/|ξ|2(
|ξ|
a

)n−2 ∣∣∣∣x− a2

|ξ|2
ξ

∣∣∣∣n


x ∈ ∂B(0, a)

∂G

∂n
=

n∑
i=1

∂G

∂xi

xi
a

=
1

anα(n)

n∑
i=1


xiξi − x2i +

(
|ξ|
a

)2(
x2i −

a2

|ξ|2
ξixi

)
|x− ξ|n

 =
a2 − |ξ|2

nα(n)a

1

|x− ξ|n

f = 0

u(ξ) =
a2 − |ξ|2

anα(n)

ˆ
|x|=a

ϕ(x)

|x− ξ|n
dS(x).

【推论 3.11】 若 n = 2，则解可用极坐标表示为

u(ρ, θ) =
1

2π

ˆ 2π

0

a2 − ρ2

r2 + ρ2 − 2rρ cos(θ − α)
ϕ(α)dα. (3.1)
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3.2. 极值原理

证明. n = 2

ξ = (ρ cos θ, ρ sin θ), x = (r cosα, r sinα)

|x− ξ|2 = (ρ cos θ − r cosα)2 + (ρ sin θ − r sinα)2

= r2 + ρ2 − 2rρ (cos θ cosα + sin θ sinα) = r2 + ρ2 − 2rρ cos(θ − α)

u(ρ, θ) =
a2 − ρ2

2π

ˆ 2π

0

ϕ(α)

r2 + ρ2 − 2rρ cos(θ − α)
dα.

【定理 3.12】 若 ϕ ∈ C(∂B), f = 0，那么方程3.1确实是解。
【注 3.13】 对于给定的 r, ρ 称

Pr(θ) =
a2 − ρ2

r2 + ρ2 − 2rρ cos(θ)

为 Poisson Kernel。这部分的想法可以归结为对一个函数的恒等逼近，具体可以参考文献 [5]
的 8.2 节。而对于一维情况，可以参考文献 [3] 的第二章，他引入了 Good kernel 的概念来证
明恒等逼近。事实上可以证明 Poisson Kernel 是 Good Kernel。

3.2 极值原理

3.2.1 极值原理

在 Rn 上的有界开区域 Ω 上考虑比 Poisson 方程更一般的方程

Lu = −∆u+ c(x)u = f(x).

其中

c(x) ≥ 0, ∀ x ∈ Ω.

【引理 3.14】 设 c(x) ≥ 0，函数 u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) 且在 Ω 内满足 Lu = f < 0，那么 u

不能在 Ω 内达到它在 Ω 上的非负最大值。

证明. u Ω x0

u(x0) =M = max
x∈Ω

u(x) ≥ 0.

∂2u

∂x2i

∣∣∣∣
x0

≤ 0, c(x0)u(x0) ≥ 0 =⇒ Lu|x0 ≥ 0.
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3.2. 极值原理

【定理 3.15】(弱极值原理) 设 c(x) ≥ 0 且在 Ω 上有界，u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) 且在 Ω 内满

足 Lu = f ≤ 0，则 u 在 Ω 上的非负最大值必在 ∂Ω 上达到，即

sup
x∈Ω

u(x) ≤ sup
x∈∂Ω

u+(x).

证明. ∀ ε > 0

v(x) = u(x) + εeax1

a > 0

Lv = Lu+ L (εeax1) = f + ε
(
c(x)− a2

)
eax1 ≤ f + ε(C − a2)eax1

C = sup c(x) a =
√
C + 1

Lv < 0

sup
Ω
u ≤ sup

Ω
v ≤ sup

∂Ω
v+ ≤ sup

∂Ω
u+ ε sup

∂Ω
eax1 .

ε→ 0+

【定理 3.16】(边界点引理) 设 S ⊂ Rn 是一个球，在 S 上 c(x) ≥ 0 且有界。若 u ∈
C1(S) ∩ C2(S) 且满足条件

1. Lu ≤ 0

2. 存在 x0 ∈ ∂S, u (x0) ≥ 0 且当 x ∈ S 时 u(x) < u(x0)

则
∂u

∂ν

∣∣∣∣
x=x0

> 0.

其中 ν 与 ∂S 在点 x0 的单位外法向 n 的夹角小于
π

2
。

证明. S = {x : |x| < r}

S∗ = {x : r/2 < |x| < r}

w(x) = u(x)− u(x0) + εv(x)

v(x) = e−a|x|
2 − e−ar

2

.

a, ε

Lv =
(
2an− 4a2|x|2 + c(x)

)
e−a|x|

2 − c(x)e−ar
2

≤ (−a2r2 + 2an+ C)e−a|x|
2
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3.2. 极值原理

C = sup c(x)

Lw ≤ Lu+ Lv ≤ (−a2r2 + 2an+ C)e−a|x|
2

a Lw < 0 w

∂S∗ = ∂B
(
0,
r

2

)
∪ ∂S = ∂B ∪ ∂S.

∂B u ∂B 2

β = min
x∈∂B

(u(x0)− u(x)) ≥ 0.

w(x) ≤ −β + ε

(
exp

(
−ar

2

4

)
− exp

(
−ar2

))
, ∀ x ∈ ∂B.

ε

w(x) < 0, x ∈ ∂B.

∂S

w(x) ≥ 0, w(x0) = 0.

w x0

0 ≤ ∂w

∂n

∣∣∣∣
x0

≤ ∂u

∂n

∣∣∣∣
x0

+
∂v

∂n

∣∣∣∣
x0

∂v

∂n

∣∣∣∣
x0

= −2ar2e−ar
2

.

【定理 3.17】(强极值原理) 设 Ω 时有界连通开区域，在 Ω 上 c(x) ≥ 0 且有界，u ∈
C(Ω) ∩ C2(Ω) 并满足 Lu ≤ 0，若 u 在 Ω 内部达到非负最大值，则 u 恒为常数。

证明. M = maxΩ u(x) ≥ 0.

E = {x : u(x) =M} = u−1({M}).

E u E

∀ x0 ∈ E r > 0

B(x0, 2r) ⊂ Ω.

x0 E x

x ∈ (Ω \ E) ∩ B(x0, r)

d = dist(x,E),
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3.2. 极值原理

B(x, d) ⊂ B(x0, 2r) ⊂ Ω.

y ∈ B(x, d) ∩ E y u(x) B(x, d) y Ω

∂u

∂xi

∣∣∣∣
y

= 0, 0 ≤ i ≤ n.

B(x, d) ν

∂u

∂ν

∣∣∣∣
y

> 0

3.2.2 边值问题解的最大模估计

考虑 n 维位势方程的 Dirichlet 问题{
−∆u = f(x) x ∈ Ω

u = ϕ(x) x ∈ ∂Ω

【定理 3.18】 设 u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) 是 Dirichlet 的解，则

max
Ω

|u(x)| ≤ Φ + CF.

其中

Φ = max
∂Ω

|ϕ(x)|, F = sup
Ω

|f(x)|.

C 仅依赖于维数 n 与 Ω 直径。

3.2.3 能量模估计

先来考虑 Dirichlet 问题 {
−∆u+ c(x)u = f(x) x ∈ Ω

u = 0 x ∈ ∂Ω

【定理 3.19】 设 c(x) ≥ c0 > 0 且 u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) 是 Dirichlet 的解，那么有
ˆ
Ω

|∇u(x)|2dx+ c0
2

ˆ
Ω

|u(x)|2dx ≤M

ˆ
Ω

|f(x)|2dx.

证明.
−∆u+ c(x)u = f(x)

u ˆ
Ω

f(x)u(x)dx =

ˆ
Ω

−u(x)∆u(x) + c(x)u2(x) ≥
ˆ
Ω

|∇u|2dx+ c

ˆ
Ω

|u|2dx
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3.3. 调和函数的性质

uf ≤ 1

2c0
f +

c0
2
u

【注 3.20】 上述估计可以借助 Poincare 不等式推广到 c(x) = 0 的情况。

【定理 3.21】(Poincare 不等式) 设 u ∈ H1
0 (Ω)，那么

∥u∥2 ≤ 2d∥∇u∥2.

其中 d = diam(Ω).

【定理 3.22】 设 c(x) ≥ 0 且 u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) 是 Dirichlet 的解，其中 Ω 是有界开区

域。那么有 ˆ
Ω

|∇u(x)|2dx ≤M

ˆ
Ω

|f(x)|2dx.

其中 M 只依赖于 Ω 的直径。

证明. −∆u+ cu = f u

ˆ
Ω

|∇u|2 + cu2dx =

ˆ
fudx ≤ 1

2a2

ˆ
f 2dx+ a2

2

ˆ
u2dx ≤ a2d

ˆ
|∇u|2dx.

a2 = 1/(2d) ˆ
|∇u|2dx ≤ d

ˆ
f 2dx.

3.3 调和函数的性质

【定义 3.23】 设 u : Ω(⊂ Rn) −→ R, u ∈ C2(Ω) 并且满足

−∆u = 0

则称 u 为调和函数。

3.3.1 平均值公式

【定理 3.24】(平均值公式) 设 u ∈ C2(Ω) 为调和函数，那么对于任意的 B(x, r) ⊂ Ω 有

u(x) =

 
∂B(x,r)

udS =

 
B(x,r)

udy.

证明.

ϕ(r) =

 
∂B(x,r)

u(y)dS(y) =
 
∂B(0,1)

u(x+ rz)dS(z).
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3.3. 调和函数的性质

ϕ′(r) =

 
∂B(0,1)

∇u(x+ rz) · zdS(z) =
 
∂B(x,r)

∇u(y) · y − x

r
dS(y)

=

 
∂B(x,r)

∂u

∂ν
(y)dS(y) = 1

nα(n)rn−1

ˆ
B(x,r)

∆u(y)dy = 0.

ϕ r → 0

 
∂B(x,r)

udS = lim
r→0+

 
∂B(x,r)

udS = u(x).

ˆ
∂B(x,r)

udS = nα(n)rn−1u(x)

r ˆ
B(x,r)

u(y)dy = α(n)rnu(x).

【定理 3.25】 设 u ∈ C2(Ω) 满足对于任意的 B(x, r) ⊂ Ω 有

u(x) =

 
∂B(x,r)

u(y)dS(y),

那么 u 是调和函数。

证明.

ϕ′(r) =
r

n

 
B(x,r)

∆u(y)dy.

u(x) =

 
∂B(x,r)

u(y)dS(y),

ϕ′ = 0  
B(x,r)

∆u(y)dy = 0.

r 0

事实上调和函数均是无穷次可微的，因此上述定理可减弱为 u ∈ C(Ω)。

【定理 3.26】 设 u ∈ C(Ω) 满足对于任意的 B(x, r) ⊂ Ω 有

u(x) =

 
∂B(x,r)

u(y)dS(y),

那么 u ∈ C∞(Ω) 且 u 是调和函数。

证明.
Ωε = {x ∈ Ω : dist(x, ∂Ω) > ε}.
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3.3. 调和函数的性质

Ωε uε = ηε ∗ u ηε(x) =
1
εn
η
(
x
ε

)
η uε

uε(x) =

ˆ
ηε(x− y)u(y)dy =

1

εn

ˆ
B(x,ε)

η

(
|x− y|
ε

)
u(y)dy

=
1

εn

ˆ ε

0

ˆ
∂B(x,ε)

η
(r
ε

)
u(y)dS(y)dr = u(x)

εn

ˆ ε

0

η
(r
ε

)
nα(n)rn−1dr

= u(x)

ˆ
B(0,ε)

ηεdy = u(x).

3.3.2 Harnack 不等式
【定理 3.27】 对于任意的连通开集 V ⊂⊂ Ω，存在仅依赖于 V 的常数 C > 0，使得对

于任意的非负调和函数而言，有

sup
V
u ≤ C inf

V
u.

证明. C > 0

1

C
u(y) ≤ u(x) ≤ Cu(y), ∀ x, y ∈ V.

r =
1

4
dist(V, ∂Ω),

x ∈ V

y ∈ B(x, r) ∩ V =⇒ B(y, r) ⊂ B(x, 2r) ⊂ U.

u(x) =

 
B(x,2r)

u(z)dz ≥ 1

α(n)2nrn

ˆ
B(y,r)

u(z)dz = 1

2n

 
B(y,r)

udz = 1

2n
u(y).

V {Bj}nj=1 r/2

V ⊂
n⋃
i=1

Bi, Bi ∩Bi−1 ̸= ∅.

u(x) ≥ 1

2n(N+1)
u(y), ∀ x, y ∈ V.

【定理 3.28】 对于任意的 0 < r < R，在上述定理中令 Ω = B(x,R), V = B(x, r)，C 有

更好的估计

C =

(
R + r

R− r

)n
.
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3.3. 调和函数的性质

证明. Ω u Dirichlet{
−∆u = 0 in Ω

u = g on ∂Ω

u(x) =
R2 − |x|2

nα(n)R

ˆ
∂Ω

g(y)

|x− y|n
dS(y).

R− |x| ≤ |x− y| ≤ R + |x|.

u(x) ≤ R2 − |x|2

nα(n)R

ˆ
∂Ω

g(y)

(R− |x|)n
dS(y)

=
R + |x|

(R− |x|)n−1
Rn−2

 
∂B(0,R)

u(y)dS(y)

=
R + |x|

(R− |x|)n−1
Rn−2u(0)

u(x) ≥ R− |x|
(R + |x|)n−1

Rn−2u(0).

R− |x|
(R + |x|)n−1

Rn−2u(0) ≤ u(x) ≤ R + |x|
(R− |x|)n−1

Rn−2u(0)

x ∈ V

R− |x|
R + |y|

·
(
R− |y|
R + |x|

)n−1

≤ u(x)

u(y)
≤ R + |x|
R− |y|

(
R + |y|
R− |x|

)n−1

(
R− r

R + r

)n
≤ u(x)

u(y)
≤
(
R + r

R− r

)n
.

3.3.3 强极值原理

【定理 3.29】 设 u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) 是一个调和函数，那么

1.
max
Ω

u = max
∂Ω

u.

2. 若 U 连通，那么

∃ x0 ∈ Ω, u(x0) = max
Ω

u =⇒ u(x) = max
Ω

u, ∀ u ∈ Ω.

35



3.3. 调和函数的性质

证明.

M = max
Ω

u.

x0 ∈ Ω u(x0) =M x0 ∈ Ω1 Ω1 Ω ∀ x1 ∈ Ω1

γ : [0, 1] −→ Ω1

γ(0) = x0, γ(1) = x1.

ℓ = sup{t ∈ [0, 1] : u ◦ γ(t) =M}.

γ(0) = x0 ℓ ∈ [0, 1] ℓ < 1 xℓ = γ(ℓ) γ

u(xℓ) = u ◦ γ(ℓ) =M.

xℓ Ω r > 0 B(xℓ, r) ⊂ Ω

M =

 
B(xℓ,r)

udy =⇒ u =M, ∀ x ∈ B(xℓ, r)

γ ε > 0

(−ε+ ℓ, ε+ ℓ) ⊂ γ−1 (B(xℓ, r)) , =⇒ ℓ+
ε

2
∈ {t ∈ [0, 1] : u ◦ γ(t) =M}.

ℓ x1

3.3.4 局部估计

【定理 3.30】 设 u 为 Ω 上的调和函数，那么 ∀ B(x0, r) ⊂ Ω 有

|Dαu(x0)| ≤
Ck
rn+k

∥u∥L1(B(x0,r)).

其中

C0 =
1

α(n)
, ck =

(2n+1kn)
k

α(n)
.

【定理 3.31】(解析性) 若 u 为 Ω 上的调和函数，那么 u 在 Ω 上处处解析。

【定理 3.32】(Liouville 定理) 设 u 为 Rn 上的调和函数，那么 u 是一个常值函数。
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