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PDE第一章作业

yjyxbhsx

2024年 12月 16日

1 利用 Gauss-Green公式证明:

1. 如果 u, v ∈ C1(Ω) ∩ C(Ω)，则
ˆ

Ω
uxi v dx = −

ˆ
Ω

uvxi dx +

ˆ
∂Ω

uvni dS.

2. 如果 u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω)，则 ˆ
Ω

∆u dx =

ˆ
∂Ω

∂u
∂n

dS.

3. 如果 u, v ∈ C1(Ω) ∩ C(Ω), v ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω)，则
ˆ

Ω
∇u · ∇v dx = −

ˆ
Ω

u∆v dx +

ˆ
∂Ω

u
∂v
∂n

dS.

4. 如果 u, v ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω)，则
ˆ

Ω
u∆v − v∆u dx =

ˆ
∂Ω

(
u

∂v
∂n

− v
∂u
∂n

)
dS.

Proof. Gauss-Green ˆ
Ω

wxi ds =
ˆ

∂Ω
wni dS. (1)

n = (n1, · · · , nd) ∈ Rd ∂Ω

1. 1 w = uv

(uv)xi = uxi v + uvxi

2. ˆ
Ω

∆u dx = ∑
ˆ

Ω
(uxi )xi dx = ∑

ˆ
∂Ω

uxi ni dS =

ˆ
∂Ω

∇u · n dS =

ˆ
∂Ω

∂u
∂n

dS.

3. 1 ˆ
Ω
∇u · ∇v dx = ∑

ˆ
Ω

uxi vxi dx = ∑
(
−
ˆ

Ω
u(vxi )xi dx +

ˆ
∂Ω

uvxi ni dS
)

= −
ˆ

Ω
u∆v dx +

ˆ
∂Ω

u∇v · n dS = −
ˆ

Ω
u∆v dx +

ˆ
∂Ω

u
∂v
∂n

dS.

4. 3 ˆ
Ω
∇u · ∇v dx = −

ˆ
Ω

u∆v dx +

ˆ
∂Ω

u
∂v
∂n

dS.
ˆ

Ω
∇v · ∇u dx = −

ˆ
Ω

v∆u dx +

ˆ
∂Ω

v
∂u
∂n

dS.
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2 求解变分问题：求 u ∈ M = {y ∈ C1[0, 1] : y(1) = 0}使得

J(u) = min
y∈M

J(y),

其中

J(y) =
1
2

ˆ 1

0
(y′(x))2 dx − 2

ˆ 1

0
y(x)dx − y(0).

Solution. u ∈ M ϕ ∈ M ϕ ̸= 0

u + εϕ ∈ M, ∀ ε ∈ R.

j(ε) = J(u + εϕ) =
1
2

ˆ 1

0
(u′ + εϕ′)2 dx − 2

ˆ 1

0
(u + εϕ)dx − u(0)− εϕ(0).

u u + εϕ ∈ M

j(0) = J(u) = min
v∈M

J(v) ≤ J(u + εϕ) = j(ε).

0 j

j′(0) = 0, j′′(0) > 0

j

j′(ε) =
ˆ 1

0
u′ϕ′ + ε(ϕ′)2 dx − 2

ˆ 1

0
ϕ dx − ϕ(0), j′′(ε) =

ˆ 1

0
(ϕ′)2 dx.

j′′(0) 0 j′(0) = 0

0 = j′(0) =
ˆ 1

0
u′ϕ′ dx − 2

ˆ 1

0
ϕ dx − ϕ(0) = −

ˆ 1

0
(u′′ + 2)ϕ dx − (1 + u′(0))ϕ(0).

−
ˆ 1

0
(u′′ + 2)ϕ dx − (1 + u′(0))ϕ(0) = 0, ∀ ϕ ∈ M. (2)

ϕ ∈ M C∞
0 [0, 1] ⊂ M

ˆ 1

0
(u′′ + 2)ϕ dx = 0, ∀ ϕ ∈ C∞

0 [0, 1].

( ϕ ∈ C∞
0 [0, 1] ϕ(0) = ϕ(1) = 0) 2.1

u′′(x) + 2 = 0, x ∈ [0, 1].

2
(1 + u′(0))ϕ(0) = 0, ∀ ϕ ∈ M.

ϕ

1 + u′(0) = 0

u ∈ M = {y ∈ C1[0, 1] : y(1) = 0}
u(1) = 0.
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u 
u′′ + 2 = 0

u′(0) = −1

u(1) = 0

ODE
u(x) = −x2 − x + 2.

3 求 u ∈ M = C1[0, 1]，使得

J(u) = min
y∈M

J(y),

其中

J(y) =
1
2

ˆ 1

0
(y′2 + y2)dx +

1
2

(
y2(0) + y2(1)

)
− 2y(0)

Solution. u ∈ M ϕ ∈ M ϕ ̸= 0

u + εϕ ∈ M, ∀ ε ∈ R.

j(ε) = J(u + εϕ)

j′(0) = 0

0 =

ˆ 1

0
u′ϕ′ + uϕ dx + u(0)ϕ(0) + u(1)ϕ(1)− ϕ(0)

=

ˆ 1

0
(−u′′ + u)ϕ dx + ϕ(0)(u(0)− u′(0)− 2) + ϕ(1)(u(1) + u′(1))

j′′(0) =
ˆ 1

0

(
ϕ′2 + ϕ2

)
dx > 0.

ϕ u ODE
− u′′ + u = 0

u(0)− u′(0)− 2 = 0

u(1) + u′(1) = 0

u(x) = e−x.

4 设

J(v) =
1
2

ˆ
Ω

(
|∇v|2 + v2

)
dx +

1
2

ˆ
∂Ω

α(x)v2 ds −
ˆ

Ω
f v dx −

ˆ
∂Ω

gv ds.

其中 α(x) ≥ 0，考虑下面三个问题：

I. 求 u ∈ M = C1(Ω)使得

J(u) = min
v∈M

J(v).
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II. 求 u ∈ M使得 ˆ
Ω
(∇u · ∇v + uv − f v) dx +

ˆ
∂Ω

(α(x)uv − gv) ds = 0, v ∈ M.

III. 求 u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω)满足以下边值问题：
− ∆u + u = f x ∈ Ω

∂u
∂n

+ α(x)u = g x ∈ ∂Ω

1. 证明问题 I与问题 II等价；

2. 当 u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω)时，问题 I , II , III等价。

Proof.

1. v ∈ M, v ̸= 0

j(ε) = J(u + εv), ε ∈ R.

j′(0) =
ˆ

Ω
(∇u · ∇v + uv − f v) dx +

ˆ
∂Ω

(α(x)uv − gv) ds

j′′(0) =
ˆ

Ω

(
|∇v|2 + v2

)
dx +

ˆ
∂Ω

α(x)v2 ds > 0.

II ⇐⇒ j′(0) = 0 ⇐⇒ I.

2. Green II

0 =

ˆ
Ω
(∇u · ∇v + uv − f v) dx +

ˆ
∂Ω

(α(x)uv − gv) ds

=

ˆ
Ω
(−∆u + u − f ) v dx +

ˆ
∂Ω

(
∂u
∂n

+ α(x)u − g
)

v ds.

v III

5

1. 证明在自变量替换 ξ = x − at

η = x + at

下，波动方程 utt − a2uxx = 0具有形式

uξη = 0,

并由此求出波动方程的通解。

2. 证明在自变量替换 ξ = x − at

τ = t

下，波动方程 ut + aux = a2uxx 具有形式

uτ = a2uξξ .
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Proof.

1.
∂t = −a∂ξ + a∂η , ∂x = ∂ξ + ∂η .

∂tt − a2∂xx = (∂t − a∂x)(∂t + a∂x) = −4a2∂ξη .

uξη = 0 =⇒ u (x(ξ, η), t(ξ, η)) = F(ξ) + G(η) =⇒ u(x, t) = F(x − at) + G(x + at).

2.
∂x = ∂ξ , ∂t = −a∂ξ + ∂τ

∂t + a∂x − a2∂xx = −a∂ξ + ∂τ + a∂ξ − a2∂ξξ = ∂τ − a2∂ξξ .

6 若 u是 ∆u = 0的解，且 u(x)只是向径 r = |x|的函数，即 u(x) = v(|x|)，写出 v适合的 ODE。

Solution.

∂iu :=
∂u
∂xi

=
∂|x|
∂xi

du(x)
d|x| =

dv
dr

· xi
|x|

∂iiu :=
∂2u
∂x2

i
=

∂

∂xi

(
dv
dr

· xi
|x|

)
=

x2
i

|x|2
d2v
dr2 +

dv
dr

∂

∂xi

(
xi
|x|

)
=

x2
i

|x|2 v′′ + v′ ·
|x|2 − x2

i
|x|3 .

∆u = ∑ ∂iiu = ∑
(

x2
i

|x|2 v′′ + v′ ·
|x|2 − x2

i
|x|3

)
= v′′(r) +

n − 1
r

v′(r) = 0.

7 讨论方程

Auxx + 2Buxy + Cuyy = f (x, y, ux, uy)

的分类。

Solution.

• AC > B2, A + C < 0

• AC = B2, A + C < 0

• AC < B2
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